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Resumo 



Seja A a C*-algebra dos operadorcs limitados cm L^(M x gerada por: operadores a{M) 
de multiplicagao por fungoes a € C°°(S^), operadores 6(M) dc multiplicacao por fungoes b G 
C{[—oo, +00]), operadores de multiplicagao por funcoes contmuas 27r-peri6dicas, A = (1— A]gx§i) ""^^^j 
oiidc Arxsi e o Laplaciano de M x S^, e dtA, para t € M c a; € Calculamos a K-teoria de 
Aede A/)C{L'^{R x S^)), onde )C{L'^{R x S^)) e o ideal dos operadores compactos em L'^{R x S^). 
Palavras-chave: K-teoria, Operadores pseudodiferenciais. 
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Abstract 



Let A denote the C*-algebra of bounded operators on L'^{M. x S^) generated by: all multipli- 
cations a(M) by functions a G C°^(S"^), all multiplications b{M) by functions b € (7([— cx), +00]), 
all multiplications by 27r-periodic continuous functions, A = (1 — A]gx§i) ""^^^j where A]gx§i is the 
Laplacian on M x S^, and dfA, c^^A, for t G M and a: G S"*^. We compute the K-theory of A and 
A/)C{L'^(R X S^)), where )C{L'^{R x S^)) is the ideal of compact operators on ^^(M x S^). 
Keywords: K-theory, Pseudodifferential operators. 



iii 



Conteudo 



IntroduQao 

1 A C*-algebra A 

1.1 Descrigao de ^ 

1.2 O ideal comutador de ^ 

1.3 O caso B = 

2 C*-subalgebras de A 

2.1 A algebra A'^ 

2.2 A algebra do produto cruzado 

2.2.1 O produto cruzado 

2.2.2 Ideal comutador e espaco simbolo de A 

3 A K-Teoria de ^ e suas C*-subalgebras 

3.1 Conceitos basicos 

3.2 A K-teoria de 

3.3 A K-teoria de 

3.3.1 A seqiiencia de Pimsner-Voiculescu . . 

3.4 A K-teoria de ^ 

Apendice 
Bibliografia 



IV 



Introdugao 



Este trabalho tern como objetivo calcular a K-teoria da C*-algebra A de operadores limitados 
em (L2(MxS1)), gerada pelos operadores: (i) de multiplicagao por fungoes que se estendem contin- 
uamente para [—00, +00] x (ii) de multiplicagao por fungoes contmuas em M de periodo 2tt, (iii) 
A = (1 — A]gx§i)~"^'^^, onde A]gx§i e o operador Laplaciano em L^(M x S^), e (iv) 1/idtA, 1/idxA 
para t G M e x G S-*^. 

Para calcular a K-teoria de A, e importante conhecer a estrutura desta algebra. Desta forma, o 
capitulo 1 e destinado essencialmente a descrever sua estrutura, apresentando diversos resultados 
de |10j restritos ao caso B = S^. 

A C*-algebra A nao e comutativa, e seus comutadores nao sao todos compactos. Temos entao 
que o ideal comutador Sj^ de A contem o ideal dos operadores compactos /C(L^(M x S^)) e alem 
disso, temos o seguinte isomorfismo: 

^ - C{S' X {-1,+1},/C(l2(Z X §1))). (1) 

Compondo £j[ Sa/^ com o isomorfismo acima, conseguimos estender esta aplicagao e obter um 
*-homomorfismo 

7 : ^ ^ C{S^ X {-!,+!}, £(L2(Z x S^))), 

que nos sera muito litil nos calculos das aplicagoes de conexao em K-teoria. 

Apresentamos ainda, no capi'tulo 1, o isomorfismo entre a algebra comutativa A/£j\, e o con- 
junto das fungoes contmuas em M tomando valores complexos, denotado por C(M), sendo M um 
subconjunto compacto de [—00, +00] xS^ x x S^, onde este isomorfismo se da pela aplicagao de 
Gelfand. Note que tambem representa o circulo, mas preferimos distingui-lo do circulo prove- 
niente da variedade. A composigao da projegao canonica A A/£a com este isomorfismo nos da 
a aplicagao que denominamos de si'mbolo, isto porque esta aplicagao e dada pelo si'mbolo principal 
dos operadores em A. 

Apesar de termos todas estas informagoes sobre A, elas nao foram suficientes para o calculo de 
sua K-teoria. Definimos entao, no capi'tulo 2, duas C*-subalgebras de A, as quais denominamos A^ 
e A^, e tais que 

A^ cA^'c A. 

Estas algebras nao sao comutativas e nao contem a algebra dos operadores compactos em L^(IR x S^), 
denotada por /C(L2(M X §1)). Determinamos seus ideais comutadores e mostramos os seguintes iso- 
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morfismos: 

^ - C{S' X §1) , ^ - C{S' xS'x §1). 

O resultado mais importante deste capitulo e que a C*-algebra tern estrutura de produto cruzado 
e este teorema segue como uma generalizagao do teorema 8 de [14j. 

No terceiro e ultimo capitulo, apresentamos os calculos de K-teoria das algebras ^'1", e A. 
Partindo da seqiiencia induzida pela aplicagao do simbolo quocientada pelo ideal /C(L^(M x §^)) 

~^ /C(L2(]R X §1)) ~^ /C(L2(M X §1)) ^ £j^^ ' 
conseguimos calcular a aplicagao do indice da seqiiencia exata de seis termos em K-teoria: 

6i : Ki{A/£a) Ko{£a/IC{L\R x 

Analogamente a proposigao 3 de |14j . conseguimos mostrar que 'j o Si calculado num elemento 
[[yl]£:^]i G Ki{A/£a) 6 igual a iiid7^(l, ibl)[£^]o, cujo operador E e uma projegao de posto 1 de 
K,{L?'{'L X S^)) e ind e o indice de Fredholm. Para calcular este indice, usamos uma particularizagao 
da formula do indice para operadores elipticos de Atiyah-Singer dada por Fedosov [7J, no caso em 
que a variedade tem Todd class igual a 1. Esta formula determina o indice do operador a partir 
de seu simbolo, fazendo com que nao precisemos entrar em argumentos topologicos, necessarios na 
formula de Atiyah-Singer. 

Para calcular Kq e Ki de A^ e usamos a mesma ideia acima, mas foi com a seqiiencia de 
Pimsner-Voiculescu [16] que conseguimos concluir que 



Kq{A^) ^ Z , Ki{A^) ^ 1? , Kq^A") ^ KiiA"") ^ I?. 

Com todos estes resultados e a partir do calculo da K-teoria do ideal comutador <S_4, provamos 
que existe um operador de Fredholm T G M„(f^) cujo indice e igual a 1. Diante disso, conseguimos 
mostrar que a aplicagao do indice da seqiiencia exata de seis termos em K-teoria associada a 
seqiiencia 

— > /C(l2(M X §1)) — >A — > ^//C(l2(m X S^)) — > 0, 

e sobrejetora. E esta informagao foi crucial para chegarmos ao resultado desejado. 

No trabalho de Melo e Silva [13], eles determinam a K-teoria da C*-algebra A C C{L?'{M)) gerada 
por: (i)operadores de multiplicagao por fungoes que admitem extensoes continuas em [— oo, +oo], (ii) 
OS operadores descritos em (i) conjugados com a transformada de Fourier F, e (iii) multiplicadores 
por fungoes continuas de periodo 27r. Eles apresentam duas maneiras diferentes para calcular 
a K-teoria de A. Uma delas se baseia na seqiiencia exata proveniente da aplicagao do simbolo 
principal, onde se conhece o micleo dessa aplicagao e sua imagem. A outra, surge da seqiiencia 
exata induzida pela aplicagao que chamamos de 7', que estende o homomorfismo sobrejetor E 
C{S^ X {±l},)C{f{Z))). 

Apesar de conhecermos o micleo e a imagem de 7 : ^ ^ C{S^ x {±1},C{L^{Z x S"*^))), a 
seqiiencia induzida por esta aplicagao nao nos possibilitou ir adiante no calculo da K-teoria de ^ e 
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trabalhamos apenas com a seqiiencia do simbolo. Mas o que e importante ressaltar, e que tivemos 
que construir varias outras seqiiencias envolvendo a algebra, seu comutador e /C(L^(M x S^)) para 
podermos inferir algo. 

De urn modo geral, o que usamos para calcular a K-teoria de A sao argumentos bem conhecidos, 
que estao associados ao simbolo principal e ao simbolo principal de fronteira, ao qual chamamos 
de 7 no nosso trabalho. Conhecer a imagem e o micleo desses simbolos e uma ferramenta que 
nos possibilita o calculo da K-teoria de uma C*-algebra A, como pode ser visto nos trabalhos de 
Melo, Nest e Schrohe [12] e Melo, Schick e Schrohe [13]. A estrutura da algebra A se assemelha 
a estrutura das algebras estudadas em [12] e [13] e de tantas outras C*-algebras geradas por 
operadores pseudodiferenciais de ordem zero (ver por exemplo [1], [2], [8], [9], [10] e [15]). 

Apesar de termos estudado a K-teoria de A apenas em R x S^, suspeitamos de que varios 
resultados podem ser generalizados para M x B, onde B e uma variedade Riemanniana compacta 
de dimensao n. Mas este e uma assunto que pretendemos abordar num trabalho futuro. 
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Capitulo 1 

A C*-algebra A 



Comegaremos este primeiro capitulo definindo a C*-algebra A, com a qual iremos trabalhar, 
e descrevendo varios resultados ja conhecidos sobre ela. Melo, [10], e Cordes, [2], estudaram esta 
algebra e deles obtemos informagoes necessarias para o calculo da K-teoria de A. 

Nas duas primeiras segoes, introduziremos A como uma C*-subalgebra de operadores limitados 
em L^(M x B), cujas fungoes em L^(]R x B) sao complexas e B e uma variedade Riemanniana 
compacta de dimensao n. Na terceira segao, nos restringiremos ao caso em que B e o circulo e 
a partir de entao este sera o caso que iremos estudar nos proximos capi'tulos. 

No decorrer do trabalho, usamos duas notagoes para o circulo. denota um circulo qualquer 
e corresponde especificamente a variedade escolhida no lugar de B. 

1.1 Descrigao de A 

Considere B uma variedade Riemanniana compacta. Escreva i7 = M x B e seja Aq o operador 
Laplaciano definido em L'^(r2). Definimos a algebra A como sendo a menor C*-subalgebra de 
contendo 

(i) operadores a(M^) de multiplicagao por a € C°°(B) : 

[a{M,)f]{t,x) = a{x)f{t,xy, 

(ii) operadores b{Mt) de multiplicagao por b G C([— oo, +oo]), onde C([— oo,+oo]) representa o 
conjunto das fungoes contmuas em R que possuem limite quando t — > ±00 : 

[h{Mt)f]{t,x) = b{t)f{t,x), {t,x) G M X §1; 

(iii) operadores pj{Mt) de multiplicagao na primeira variavel por fungoes contmuas 27r-peri6dicas 

(iv) A:= (l-An)-^/2. 

(v) if A, com t G M; 
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(vi) ^^.A, onde e um operador diferencial de primeira ordem em B. 

Com o intuito de facilitar a notagao, denotemos por Ai, • • • , ^6 os operadores (ou classes de 
operadores) listados nos itens (i), (ii), . . . , (vi) acima, respectivamente. 

Usando a estrutura de espago de Hilbert de L^(0), temos que este e isomorfo a L^(M) (8)L^(Bjl]. 
Podemos entao conjugar a algebra A com o operador unitario F In definido em L^(R) L^(B), 



e /b denota o operador identidade em L^(B). Esta conjugagao sera litil daqui em diante para 
obtermos uma serie de resultados sobre A. 

Vamos denotar um operador do tipo ^ (g) /b, onde A E £(L^(M)) e /b e o operador identidade 
em L^(B), e Ir onde Ir e o operador identidade em L^(M) e S G £(L^(B)), apenas por A e 
B, respectivamente, deixando sempre claro a que espago cada um deles pertence. 

Seja B a C*-algebra A conjugada por F e para cada i = 1, . . . , 6, F~^AiF esta listado a seguir. 



(i') a(M^) 

(ii') b{D) := F-^b{Mt)F; 

(iii') F~^pj{Mt)F = Tj, onde {Tju){T, •) = n(r + j, •), para u e L'^{Q) e j G Z; 

(iv') (F-iAF^/)(r,-) = (l + r2-AB)-i/M^,-), u € L^Q); 

(v') (F"U|AFtx)(r,.) = -T(l + T2-AB)-V2^(T,-), nGL2(f^); 

(vi') {F-^L,AFu){T,-)=L^{l + T^-An)~^/Mr,-), u^L^Q). 

Podemos considerar a algebra das fungoes contmuas de M limitadas que tomam valores em 
£(L2(B)), denotada por C;,(M, £(L2(B))), como uma subalgebra de £(L2(M, l2(B))) no seguinte 
sentido: uma fungao / em C;)(M, £(L^(B))) e identificada com operador de multiplicagao f(Mt) em 
£(L2(IR,l2(B))) definido por 



(F®/b)"M(F®/b) 



onde F e a transformada de Fourier em L^(M) 




{f{Mt)u){t)=f{t)u{t) e L^{M), 



para n G L2(M, ^^(B)). Note que L^{R x B) ^ L^(R, L^{M)). 
As fungoes 



i?4(T) = A(r) , i?5(r) 



rA(r) , Be{T) = L,A{t), r G M, 



(1.1) 



L^(R) ® L^(B) significa o espago de Hilbert proveniente do produto tensorial (S> entre L'^(R) e L^(B) 
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com A(r) = (1 + — Ab) estao em Cfe(M, £(L^(]B))) (isto sera demonstrado mais adiante no 
lema l2.1"j) . Assim, obtemos os operadores 

opb de multiplicagao pelas fungoes B^, B^^, Bq. E estes operadores sao exatamente os encontrados 
nos itens (iv'), (v') e (vi'), respectivamente. 

Para simplificar a notagao, vamos escrever o conjunto dos operadores limitados em L'^iY) por 
Cy, e o conjunto dos operadores compactos em L'^{Y) por /Cy, para uma variedade Y qualquer. 

1.2 O ideal comutador de A 

Definigao 1.1. Chamamos de ideal comutador de uma C*-dlgehra A ao ideal fechado gerado pelos 
comutadores [a, b] = ab — ba, para todo a e b em A. 

Sejam f"^ o ideal comutador de A e Sb o ideal comutador de B. E claro que 

£b = F-^£aF. 

A proposigao 1.2 de [TO] nos da uma descrigao do ideal comutador de B : 

Proposigao 1.2. O ideal comutador de B e o fecho do seguinte conjunto de operadores: 

N 

%o = { bj{D)K,{Mt)Tj + K; bj G C([-oo, +oo]), G Co(M, /Cb), G JCn, N G N}, 

j=-N 

onde Kj{Mt) representa o operador de multiplicagao pela fungdo Kj G Co(M, /Cb) : 

{Kj{Mt)u){t) = Kj{t)u{t), u G L'^{R,L'^{S'^)). 

Consider ando J o fecho do conjunto 

N 

'^o = {Yl bjiD)aj{Mt)Tj + K; bj G C7([-oo, +oo]), aj G Co{R), K e ICu, N e N}, 

j=-N 

podemos tambem escrever o ideal £is como sendo 

J ® /Cb, 

onde este produto tensorial entre C*-algebras e linico, pois /Cb e nuclear. 

Temos em [10], teorema 1.6, o isomorfismo entre E^/^n e duas copias de C(5^,/Czxb)- Antes 
de enuncia-lo, daremos uma breve ideia da construcao necessaria para chegar a este resultado (a 
demostragao completa pode ser encontrada com todos os detallies em [10] ) . 

Para cada 99 real, seja U^p o operador em L'^{S^) dado por Uy,f{z) = z^^f{z), z G S*^, onde 
z = e*^ com 9 G [— 7r,7r], e seja Y^p o operador em ^^(Z) da seguinte forma: 

Y — FJJ 
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onde Fd : Lp'{S^) £^(Z) e a transformada de Fourier discreta 

{Fdu)j = I u{e'^)e~'^^de , u e L^{S^) e j e Z. 

v2vr Jo 

Entao e um operador unitario que satisfaz (yfcu)j = n^+fc, se A; G Z, e y^yL = y/'+t^- 
Seja u uma fungao em L^(M). Defina para cada em M, a seqiiencia em £^(Z) 

u^'iip) ■= iu{ip-j))j^z 

{u^{^) G £^(Z) para quase todo 93 S M pelo Teorema de Fubini, pois L^(M) pode ser visto como 
L^([0, 1] X Z)). Podemos definir entao o operador unitario 

: l2(M) — ^ L^{S^,d^-4'^{'L)) , u! — > Tyn(e2^*'^) = yX(V') • (1-2) 
Denote S a C*-subalgebra de £51 gerada por 

(i) operadores de multiplicagao por fungoes em C°°(5^); 

(ii) operadores do tipo b{Dg) = Fcr^h{Mj)Fd, onde b{Mj) e um operador definido em ^^(Z), de 
multiplicagao pela seqiiencia b = {b{j))j, com limite quando j ±00. 

S contem o ideal /C51 e todos os sens comutadores sao compactos ([3j, capitulos V e VI e [3]). 
Temos ainda de [TO], que vale o isomorfismo S/lCgi = C{S^ x {—1,+!}). Compondo-o com a 
projegao canonica S — > S/lCgi, obtemos a seguinte aplicagao: 

p:S ^C{S^ X {-1,+1}) 

Pa{M^){x,±l) = a{x), a G C°°(5^) ; />f,(Dg)(x, ±1) = 6(±oo). 
Temos entao a seguinte proposigao 1.5 de [lO] : 
Proposigao 1.3. A aplicagao 

S I — > WBW-^ 

e um -isomorfismo. Para B em £b da forma B = b{D)K{Mt)Tj, com b em C([— 00, +cxd]), K em 
Co(M,/Cb) e j G Z, temos 

WBW-^ = b{De)Y^K{ip - Mj)Y_^.j + K\ com K' G /Csi^zxE- (1-3) 

Para cada G M, K{ip — Mj) denota o operador compacto em ^^(Z,L^(]B)) de multiplicagdo pela 
seqiiencia K{ip — j) em /Cb- 

Denotando por C^S"^ x {—1, +1}, /Czxb) o conjunto das fungoes definidas em S"^ x {—1, +1} que 
tomam valores em /CzxB, enunciamos o teorema 1.6 de [10] . 

Teorema 1.4. Existe um * -isomorfismo 

^:^-^C(5^x{-1,+1},/Czxb). (1.4) 
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Demonstragdo. Tome ^ como sendo a composta da seqiiencia de aplicagoes abaixo: 
£a (1) £b (2) S0JCz<S)JCb (3) 1 ,1. r- ^ 

onde (1) representa a aplicagao A + ICq ^ F~^AF + /Cj^, (2) leva este ultimo elemento em 
WF~^AFW~^ + fCs^xZxM e (3) e o *-isomorfismo: 

^f^^ ^ C(5ix{-1,+1},^,.«) 

□ 



1.3 O caso B = §1 

Desta segao em diante, estudaremos o caso em que a variedade B e o circulo, apesar dos 
resultados apresentados nessa segao serem validos para uma variedade B compacta de dimensao n. 

A classe de geradores denotados por Aq na definigao da C*-algebra A pode ser substituida pelo 
operador 

(vi) -^A, com e'f^ e§\ 
I op 

ja que a variedade tem fibrado tangente trivial. 

Definiremos nesta segao duas aplicagoes de A num certo espago de fungoes contmuas. Estas 
aplicagoes sao *-homomorfismos muito importantes e serao muito citadas no ultimo capi'tulo. 

Definigao 1.5. Seja A uma C*-dlgebra e I seu ideal comutador. Chamamos de espago simbolo 

M_4 de A ao espago de ideais maximais da algebra comutativa A/T. 

Definigao 1.6. Chamamos de a-simholo de uma C*-dlgebra A a aplicagao 

a : C(M^), 

que e dada pela composigdo da projegdo canonica vr : A ^ A/I com a transformada de Gelfand da 
C*-dlgebra A/I, onde I e o ideal comutador de A. 

Dado um elemento d em D, chamaremos de simbolo de d a fungao contmua ad € CiMiy) 
associada ao elemento d modulo I. Enunciaremos agora o teorema 2.2 de [ID], restrito ao caso 
B = S^, que descreve o espago simbolo de .A e nos da os simbolos de sens geradores. 

Teorema 1.7. O espago simbolo de A e o subconjunto de [—00, +00] x x S""*^ x 5^ dado por 

Ma = {(t,2;,(r,0,e^^); tE[-oo,+oo], x G §\ (r, ^ G : + ^2 ^ 1, 

e eR e e = t se \t\ < 00}, 

onde o elemento (t, x, (t, ^)) pertence ao fibrado das coesferas M x S^. Com esta descrigdo de 

M_4, OS a-simbolos da classe dos geradores da C*-dlgebra A calculados em (t, x, (r, e*^) sao 
respectivamente dados por 

a{x), bit), e^^\ 0, T, C (1.5) 
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Vejamos agora que todo operador A em A determina um operador limitado de £(<S^//Cn), ja 
que S^/^n e um ideal de A/K,n- Fica bem definido entao o operador abaixo: 

T : A ^ C{£a/1Cu) 

A ^ Ta 

onde Ta{E + /Cn) = AE + JCn- 

A partir dai, pode-se definir a aplicagao 

J : A ^ £(C(Six{-l,+l},/C2;x§0) 

A ^ 7A = ^'r^*-\ 

para ^ definido em ()1.4p . 

Seja C{S^ X {— 1, +1}, iZ^xSi) o conjunto das fungoes continuas em 
X {— 1,+1} que tomam valores em Ciy^gi. Identificando as fungoes em 
C{S^ X {— 1, +1}, £^x§0 com OS operadores de multiplicagao correspondentes em 
C{C{S^ X {— 1, +1}, /C^xSi ))' temos da proposicao 2.9 de [lOj que a imagem de 7 esta contida 
em C{S^ X { — 1, +1}; -^zxsO- Obtem-se entao o seguinte *-homomorfismo dado em p^, proposigao 
2.4: 

Proposigao 1.8. Existe um *-homom.orfismo 

^:A^ C(Six{-l,+l},£2;xsO (1-6) 
A I — > 7A 

tal que, 7Ai(e^'^*'^, ±1) pam i = 1, . . . , 6, e dado respectivamente por: 

a{M^) , b{±^) , Y^j , Y^B,{^-Mj)Y.^ , i = 4,5,6, 

onde Bi{ip — Mj) £ L^(S^))), i = 4,5,6, sdo operadores de multiplicagao pela seqiiencias 

Bi{ip — j) G L^(S^), para Bi 's dadas em 

Podemos notar que a imagem de 7 restrita a e o conjunto C(S'^ x {— 1, +1}, /C^xSi )) ^ 
7A = ^{[A]Kn) para^ G 8^. 
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Capitulo 2 

C*-subalgebras de A 

Neste capitulo, definiremos duas C*-algebras de A, as quais denotaremos por e Deter- 
minaremos seus ideais comutadores e espagos simbolo. 

Mostraremos um resultado analogo ao que foi feito em [T3], teorema 8, onde Melo e Silva 
mostraram que uma C*-algebra A C £k, gerada por um certo tipo de operadores de multiplicagao, 
e isomorfa ao produto cruzado C([— oo, +oo])XcZ, onde a e dada pela translagao por um. Verifica- 
remos que A'^ tem estrutura de produto cruzado, isto e, existe um isomorfismo entre A^ e A^ Xa'^, 
para uma agao a de Z por automorfismos de A^ . 

Conhecendo um pouco da estrutura destas algebras, estaremos aptos a calcular suas K-teorias 
no proximo capitulo. 

2.1 A algebra 

Chamemos de A'^ a C*-subalgebra de £(L^(i7)) gerada por: 

(i) operadores de multiplicagao a(Mj), com a G C°°(S^); 

(ii) A:= (l-Af,)-i/2; 

(iii) i^A, com t G M; 

(iv) i^A, com e^^ £ S^. 

Com base no que foi feito no capitulo anterior, descreveremos o ideal comutador e o espago 
simbolo de A^ . 

Os geradores do item (i), quando conjugados com a transformada de Fourier F, nao sofrem 
nenhuma alteragao. Ja os geradores dos itens (ii), (iii) e (iv) conjugados com F sao os operadores 
Bi{Mt),B^{Mt) e BQ{Mt) descritos no inicio do capitulo 1, pagina[6l Denotemos por B"^ a algebra 

conjugada com transformada de Fourier. 

Lema 2.1. Para cada j = 4,5,6, Bj pertence ao conjunto Cb(M, £§i). 
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Demonstragdo. Como E Co(M, /Cgi) ([2], proposigao 1.1), entao fica claro que i?4 esta em 
C6(M,£si)- 

Como -B5(t) = —tB^It) e Bq{t) = |^-B4(t), entao estas fungoes tambem sao contmuas em M. 

Para mostrarmos que, para cada r real, os operadores B^{t) e Bq{t) estao em £§i, primeiro 
vamos conjuga-los com a transformada de Fourier discreta F^, B'^{t) := FfiB^{T)F^^ e Bq{t) := 
FdBQ{T)F^^ , e entao mostrar que B'^{t) e B'q{t) sao operadores limitados em ^^(Z). 

Os operadores B'^{t), Bq{t) : i'^{Z) £^(Z) sao operadores de multiplicagao pelas seqiiencias 

-Til + r'+f j{l+r'+fr'^', jeZ, 

respectivamente. Calculando a norma destes operadores, temos: 

\\B',{r)\\' = snp{\\B',{r){v,)j\\l^^y, [v,),el\Z), \\{v,),\\ = l} 

= sup{^|r(l + r2+j2)-i/2^.|2; {vj)jef{Z), \\{vJ)^\ = l] 

< El-/ = 1 



\\B',{t)\\^ = sup{^U(l+r2 + /)-i/\f; ivj)j^e\^), ll(^i)ill = l} 

< El-/ = 1 

Logo, B'^ir) e Bq(t) sao operadores limitados em £^(Z). Como a conjugagao e um isomorfismo, 
temos que B^{t) e Bq{t) sao operadores limitados em L^(§^) e portanto as fungoes B^ e Be 
pertencem a Cb(R, £gi). 

□ 

Para conhecer a estrutura da C*-algebra e podermos descrever seu espago simbolo, primeiro 
encontraremos um isomorfismo entre a algebra gerada pelos operadores ^4,^5 e Aq e a algebra de 
fungoes contmuas definidas numa compactificagao de M x Z. Antes de enunciarmos o lema que nos 
mostra este isomorfismo, definiremos a compactificagao de M x Z. 

Considere a seguinte compactificagao de dada em [l], pagina 133. Dado o homeomorfismo 
de M? na bola aberta 

h : — , B = {y eM.'^; \\y\\ < 1} 

y 

temos o conjunto ^^(M^) = {/ G ^(M^);/ o h^^ e C{D)}, onde D = {y £ M^. ||y|| < 1} ^ 
o fecho de B. CS(E?) e a classe das fungoes contfnuas limitadas / sobre M? tais que a fungao 
9{y) = f ° h~^{y) admite uma extensao contmua em D. Temos entao que C5(M^) = C(B^), onde 
e a compactificagao de homeomorfa a D. 

Denotemos por R x Z o fecho de M x Z em e por 5^ a fronteira de B^. Vamos mostrar que 
M X Z e (M X Z) U S"^. 
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Seja (xi,X2) em 5^. Entao a este elemento esta relacionado um linico elemento z = {zi, Z2) S 
= dB pelo homeomorfismo entre e D. Tome uma seqiiencia de racionais {(^, ^™ ^ 

converge para (^1,2:2) de forma que mj,nj 00. Considerando entao a seqiiencia {{njPj,mjqj)}j 

em Z2 c M X Z C M^, temos 



h{{njpj,mjqj)) 



{njpj,mjqj) 



j^co (zi,Z2) , , 

Entao, {njPj,mjqj) ■'^^ (xi,X2). 

Fica assim bem caracterizada a seguinte compactificagao de M x Z : 

M X Z = G M X Z} uaB^ 

= (MxZ)u5^. 

Agora podemos enunciar o seguinte lema: 
Lema 2.2. Seja C a C*-dlgebra comutativa gerada pelos operadores A^jA^ e Aq. Entao 



X Z) 

Demonstragdo. Se conjugarmos os operadores A4, ^5, com o operador F (g) F^^, obteremos ope- 
radores de multiplicagao em L^(MxZ) dados, respectivamente, pelas fungoes B'^,B'^,B'q : Mx Z ^ M 
definidas abaixo: 

B'^irJ) = (1 +j2)-i/2 ^/(^^j-) = -rB'^(r,j) B',{T,j) = -jB'^{T,j) , (t,^) G M x Z 

(lema [2?T]) . Denotando por C a algebra [F~^®Fci)C{F®F^'^)^ podemos ve-la como uma subalgebra 
de C(lirZ). 

Queremos mostrar, usando o teorema de Stone- Weierstrass, que C = C(M x Z). Como 
{B'^(t,j)f + {B'^(t,j)f + {B'^{t,j)f = 1, para todo (i, j) G M x Z, a algebra C possui unidade. 
Vamos verificar agora, que sempre e possfvel encontrar uma fungao em C que separa pontos. 

Caso 1. Sejam (ti, ki) / (t2, /C2) em M x Z. Se B'^{ti, ki) / B'^{t2, ^2), temos o que querfamos. 
Caso contrario, entao ou 

^^^'^'^^^ = {i + tl + klf/^ ^ {i + tl + klY'^ = 

ou k k 

^^^'^'^^^ = {i + tl + klfi^ ^ {i + tl + klY'^ = 
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ja que ti ^ t2 ou ki ^ k2- 

Caso 2. Sejam (t, fc) em R x Z e z = (zi, z^) em S*^. Vamos primeiro calcular B'^ em z. Para 
facilitar as contas, suponha que -B4 esta definida em todo M^. Temos entao que g = B'^oh^^ admite 
uma extensao contmua em D = {y E M^; ||y|| < 1}. Logo, para y ^ B = {y ^ M^; \\y\ \ < 1} temos 

o h-Hy) = Bi ( y ) = ^ ^— - = (1 - yl - ylfl\ 

Seja {yj)j^z uma seqiiencia em B que converge para s = (si, S2) em quando j — > 00, entao 

B', o /,-l(y,) = (1 - (y,)? - (1 - - .^)^/^ = 0, 

ja que ||s|| = 1. Assim, para qualquer s = (si,S2) ^ = dD, B'^ o h^^{s) = 0. Portanto, 

Sl(zi,Z2) = 0. 

Como 

entao B'^{t,k) / 54(z). 

Caso 5. Sejam 2; = (zi, Z2) e w = (wi, u)2) distintos em S^^. Usando o mesmo raciocmio feito no 
caso 2, primeiramente faremos a composigao das fungoes B'^ e B^ com /i^^ para depois podermos 
calcula-las em z e w. Para y £ B, 



- -2/1, 



1+ ^? 



^6 ° ^ (y) = ^6 7^ II II2U/2 = 1 ^ , , 1/2 = -ys- 

Dada {—yj)j^i uma seqiiencia em B que converge para s = (si, S2) em quando j ^ co, temos 



B'r^°h ^{-yj) = {-yj)i^^ si e B'q o h ^{-yj) = {-yj) 



2 > S2- 



Assim, para qualquer s = (si,S2) G S"^ = B'^ o h ^(si,S2) = si e B'q o h ^{si,S2) = S2- 
Portanto, 

-65(2:1, 2:2) = ^1 7^ ^fl = -B5 (1(^1, ^2) ou Bq{zi,Z2) = Z2 ^ W2 = B'q{wi,W2) 

Assim, ou B'q separam pontos. 

Conclui'mos entao que C e isomorfa a C(M x Z) . 

□ 

Observagao 2.3. Vimos no teorema \l. 7\ que os a-simbolos dos operadores A4,Ar,,AQ calculados 
em (t, X, (r, e*^), onde (r, ^) G sdo dados por 0,r, ^, respectivamente. Note que isto coincide 
com OS cdlculos de B'^,B'^,B'q nos pontos {zi,Z2) G 5^. 
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Teorema 2.4. O ideal comutador de e Co(M, /Cgi). 

Demonstragdo. Seja £^ o ideal comutador de S^. 

Note que a algebra esta contida em Cb(M, 5), onde S foi definido no capi'tulo 1, pagina 
[71 De fato, a{Mx) G S para a G C°°(S^) (este operador nao depende da variavel real), e para 
r G M, Bi{T) G S, pois ^^(r) = F;,-^ B[{T)Fd, para i = 4,5,6. 

Fixado r G M, mostremos que {B{t);B G B^ = S. 

Primeiro, V := {B{t); B G B^ e C*-subalgebra de £gi pois a aplicagao G iS''' i-^ -^(r) G £§i e 
um C*-liomomorfismo, portanto tern imagem fechada. Queremos mostrar que F^VF^^ = F^SF^^ 
usando o Teorema de Stone- Weierstr ass. Os operadores B[{t) = Fj^Bi{T)F^^ , i = 4,5,6, podem 
ser vistos como fungoes em C{ZU {— oo, +00}), ja que 

-l<Bi{Tj)<l, Vi G ZU{-oo,+oo}. 

Temos ainda que B'^iT^j) = — j(l + + j^)^^^^ separa pontos em C(ZU {—00, +00}), pois 

3 _ k 

(l + r2+j2)l/2 (1+^2 + ^)1/2 ^ 

Como FdVF^;^ contem a identidade, pois Id = (r) + 5^^(t) + 5^^(r), entao F^VF^;^ = FdSF^;^ 
e portanto V = S. 

Sabe-se de [2j, proposigao 1.2 e 1.3, que todos os comutadores de B^ e sens adjuntos estao em 
Co(K,/Cgi), logo C Co(M,/Cgi). Assim, para r G M, o conjunto U := {A{t); A G <?g} Q /Cgi. 
Na verdade, U := {A{t); A G Sj^} = /Cgi. De fato, dado T pertencente a 5, para um r G M, existe 
B GB'f tal que B{t) = T. Dai, para A e Sl 

A{t)T = A{r)B{T) = iAB){r) G U, 

pois AB esta em iSg. Logo, U e um ideal de S nao nulo contido em /Cgi. Segue que Z// = /Cgi. 

Por 0, 10.4.5, temos que = Co(M,/Cgi) se os estados puros de Co(M,/Cgi) sao separados por 
i^g. Os estados puros de Co (M, /Cgi) sao os funcionais lineares da forma 

ftAA) = {v,A{t)v) , A G Co(M,/Cgi), (2.1) 

onde {v, A{t)v) denota o produto interno de v por A{t)v, t G R fixo e G L^{S^) tem norma 1 (ver 
[5], 2.5.2 e 4.1.4, e [18], IV 4.14). Para mostrar que £q = Co(M,/Cgi), e suficiente mostrar que, dados 
dois funcionais da forma ()2.ip . fti,vi 7^ ft2,v2i podemos achar A ^ tal que ft^^yi{A) ^ ft2,v2{^)- 

1. Suponha ti / ^2, ^1,^2 G Tome D G FdSj^F^^ C Co(M, /C(^2(-^))) ^^1 que Z)(ti) = 
(tfi, ■)wi, para tfi G ^^(z) e defina para cada / G Z, a; G C(M x Z) da seguinte maneira: 

ai{ti, k) = 1 , y k G Z e ai{t2, k) = , se < I. 

Considerando os funcionais lineares ft^^Wi{D) = {wi, D{ti)wi) em Co{M., JC{£'^ (7,))) para G M 
e Wi ^ ^^(^); ^ = 1;2, temos 

/ti,t«i(a/^) = (^i'l, (a;i:')(ti)u'i) = 1 , 



14 



ft2,w2{aiD) = {w2,{aiD){t2)w2) = {w2,ai{t2){Mk)D{t2)w2) . 

Isto e, existe / em Z tal que ft^^wiio-iD) 7^ ft2,w2{'^iD) e aiD G FdSj^F^^. Portanto, para 
ti,t2 reais distintos e vi = F^^wi e V2 = F^^W2 em L^(5^), tome A = F^^aiDFd em 
para termos ft^,vA^) / ft2,v2{^) 

2. Suponha ^1 = ^2 = ^o- Se vi e t;2 tem norma 1, entao |(vi,W2)| = 1 <^=^ vi = au2, |a| = 1, 
e portanto temos os mesmos estados puros. Logo, tomemos vi e V2 tais que |(fi,W2)| / 1- 
Temos entao, para A G f^, onde A{tQ) = (iii, 

fto,vA^) = {yi,A{to)vi) = {vi,{vi,v{)vi) = 1^ \{vi,V2)\^ = fto,v2{A)- 

Portanto separa os estados puros de Co(M, /Cgi ) e podemos concluir que = Co(M, /C§i ). □ 

Denotemos por o ideal comutador de A'^ . Lembrando que B'^ = F^^A'^F, podemos entao 
escrever iS^ = FS/^F^^. 

Teorema 2.5. O espago simbolo de A^ e homeomorfo a x 5*^^ e os a-simbolos da classe dos 
geradores da C*-dlgebra A^ calculados em {x,w = t + i^) sdo respectivamente dados por 

a{x), 0, r, e (2.2) 

Demonstragdo. Considere as inclusoes 

/It 

a ^ [a{M,)y A ^ [^]^t 

Temos que S"*^ e M x Z sao os espagos si'mbolo de C°°(S^) e C, respectivamente, pois pelo lema 
12.21 C e C(M X Z) sao isomorfos. Seja a aplicagao dual 

i* : Mt — > §1 X M X Z 
W 1 > (liJ o u; o ^2) 

As imagens de ii e ^2 geram A^ /S'^ , entao t* e injetora. Como e compacto, S""^ x (M x Z) e 
HausdorfF e e contmua, temos que l* e um homeomorfismo sobre a sua imagem. Determinemos 
entao a imagem de l* . 

Note que 

X (HTZ) ^ (§1 X M X Z) U (S^ X si,). 
Suponha que exista {z,t,j) G {S^ x M x Z) n Irrii*. Considere a aplicagao do cr-si'mbolo 

cjt : ^ C'(Mt) 

A ^ a\{u;)=u;{A) 

Associamos ao ponto {z,t,j) um funcional linear uq G dado pela evaluagao neste ponto. 
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Para A4 e C C A^, temos que a;o(^4) = (0, cjq o ^2(^4)), onde ujo o 12 e a evaluagao em {t,j). 
Portanto, 

onde B'^ e C(M3^). 

Mas A4 G S^, entao cj^^ = 0. Portanto, com esta contradigao obtemos (S-*^ x R x Z) PI Imi* = 0. 
Temos entao que Imi* C x 5^. Vamos mostrar que vale a igualdade. 

• Afirmagdo 1: Se (20,^0) G IrriL*, entao {z,Vo) G Inu* para todo z G S"*^. 

Seja C £ S^- Considere o operador G Cq tal que {T^u){t, x) = u{t, x ■ (). Defina : — > 
A^ por 

^^{A)=T^AT^-i. 

Assim, e um automorfismo contmuo e (f)(^{a{Mx)) = a{Mx • Q, para a G C°°(S^), e ^(^) = 
A, para A £ C. 

Seja o funcional linear multiplicative de A^ associado ao ponto {zo,vo) G Imi*. Defina 
um novo funcional wi da seguinte forma: 

w^i([^]£t) = ^o([</'c(^)]ft); 

entao w;i e o funcional linear multiplicativo de A^E^ associado ao ponto {zq-C,, vq) G x S]^. 
Logo, (z, ■uo) € IruL* para todo 2; G S^. 

Suponha agora que exista um ponto {z\,v\) em x 5^ que nao pertenga a Imi*. Portanto, 
pela afirmagao acima, podemos concluir que {z, vi) nao pertence a Imi* para todo z em S^. Entao 
existe uma vizinhanga aberta Ny^ de vi em R x Z tal que (S^ x AT^J PI Imi* = 0. 

Seja B em C(R x Z) tal que S(tii) 7^ e o suporte de B esta contido em N^^^. A 5 corresponde 
um unico operador A em C G A^. Dai, 

(7^(2:, f ) = B{v) = V (z, f ) G Imi* . 

• Afirmagdo 2: A nao pertence ao ideal comutador f"!". 

Suponha que A G f'''. Entao 5 pertence a Co(M,/Cz), e portanto vale o limite 

lim sup |-B(r, k)\ =0. 

"^^"^ fcez 

Seja {(rj,Sj)}jgz uma seqiiencia em R x Z tal que {Tj,Sj) 00 quando j — > 00 e 
h{{Tj, Sj)) vi. Dado e > 0, seja tq real tal que para todo r > tq, 

sup |-B(r, A;) I < e. 

Tome Jo inteiro tal que, para todo j > jo, tcm-sc Tj > tq. Temos entao para j > jo, 

\B{Tj,Sj)\ < sup |i?(rj, < e. 

Mas B{Tj,Sj) — 3^ B{vi) e daf B(vi) = 0, absurdo! 
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Logo, {z,v) E Imt* para todo {z,v) em x S^. 
Vamos agora descrever a aplicagao do si'mbolo: 

Para cada ponto {x,w) G x S^^, existem funcionais lineares multiplicativos /i associado a x 
e /2 associado a w. Como e x sao homeomorfos, existe um funcional linear uj G tal 
que pela aplicagao dual i*, temos uj o ii = fi e uj o 12 = f2- Portanto, podemos associar a u; o ponto 
{x^w). Logo, 

^I(M,)(^'"^) = ^{x,w){a{M^)) = h{a{M^)) = a{x). 
Escrevendo if = (r, ^) G S"^, temos 

1. a\^{x,w) = u;(^^^)(^4) = 72(^4) = B'^{w) = 

2. a\^{x,w) = u;(,,^)(^5) = ^(As) = B^(r,e) = r 

3. a\^{x,w) = = ^(Ae) = i?^(T,e) = ^ 
Podemos ainda dizer que a'^ e igual a u restrita a algebra 

□ 

2.2 A algebra do produto cruzado 

2.2.1 O produto cruzado 

Denote por a C*-algebra A'^ acrescida dos operadores de multiplicagao pelas fungoes periodicas. 
Denotemos por a C*-algebra A^ conjugada com a transformada de Fourier. 

Nesta segao iremos mostrar que B'^ e isomorfa ao produto cruzado de B'^ por uma agao que 
definiremos abaixo. 

Identificando 5^ como subalgebra de Cb(]R, £§1) (ver demostragao do teorema l2.4p . considere o 
seguinte automorfismo de translagao a: 

[a{B)]{T) = B{t - 1), r G M, 5 G B^ . 

Lembre que a C*-algebra gerada por B^jB^ e Bq e isomorfa a C(]R x Z) (lema \T2\i . Como 
C(M X Z) e invariante por translagao na variavel real, entao a C*-algebra gerada por B4, B^ e Bq e 
invariante por translagao em R. Portanto, B^ e invariante por translagao e o automorfismo a acima 
esta bem definido. 

Melo e Silva [l^, teorema 8, demonstraram que a C*-algebra A C gerada por operadores 
de multiplicagao por fungoes contmuas em [—00, +00] e por multiplicadores por fungoes contmuas 
de pen'odo 27r, e isomorfa ao produto cruzado C([— cxo, +oo])XoZ, onde a e dada pela translagao 
por um. 

De forma analoga, temos o seguinte resultado. 
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Teorema 2.6. Seja a a agdo descrita acima. Entdo 

onde x„ Z e a C*-dlgebra envolvente (15], 2.7.7) da dlgebra de Banach com involugdo £^{1i,B^) 
de todas Z-seqiiencias somdveis em B^ , equipadas com o produto de convolugdo 

(A*B)(n) = ^^fca'=(S„_fe), n G Z, A = {Ak)k&, ^ = {Bk)k&, 
kez 

e involugdo A*(n) = a'^{A*_j^). 

A demonstragao deste teorema segue exatamente a feita em |14j . mas apresentaremos sua prova 
com as devidas mudangas apos a seguinte proposigao, [U proposigao 2.9], a qual sera necessaria no 
decorrer da demonstragao. 

Proposigao 2.7. Sejam G eG' C*-dlgebras e sejam a e ct' agoes de em G e G', respectivamente. 
Suponha que T : G ^ G' seja um homomorfismo covariante. Se a restrigdo deT a suhdlgehra dos 
pontos fixos Gq e injetiva, entdo T e injetiva. 

Demonstragdo (teorema \2. 6]) . Considere K{'L,B'^) como sendo o conjunto das sequencias com ape- 
nas um niimero finito de entradas nao nulas em B^. Defina para as sequencias B = {Bj)j<^z em 
K{Z,B^) 

^{B)=J2Bj{Mt)Tj , 

onde {Bj{Mt)u){T) = Bj{T)u{T) e {Tju){T) = u{t - j) para u em L'^ {M., L'^ {E>^)) . 

• Afirmagdo: ip e um *-homomorfismo continue. 

Sejam B = {Bj)j e D = {Dj)j seqiiencias em K{Z,B'^). 

— Produto: 
ip{B) . ip{D) 



— Involugao: 



18 



Bj{Mt)TjDk{Mt)n = E E Bj{Mt)Dk{Mt - j)Tj+k 

j k j k 

Y E Bi-k{Mt)Dk{Mt -{I- k))Ti = E E Bn{Mt)Di_^{Mt - n)Ti 

Ik In 

{^Bn{Mt)a''{Di_n{Mt))^ Ti = ip{B ■ D) 



Y,T-,B*{Mt) = Y,TfB*_^,{Mt) = Y,B'L,,{Mt-j')T,, 
j' j' 

Y»''iB*_y)T^,=^{B*) 



— Continuidade: 

MB)\\ = \\Y,B,{Mt)T,\\ 
j 

< Y,\\B,iMt)\\\\T,\\=Y,\\BjiMt)\\ = \\B\\, 
j j 

Como (/? e contmua, K{Z,B^) e denso em f{Z,B'') e { ^j^pBj{Mt)Tj ; F C Z finito, 
Bj G B^} e denso em B^, temos que existe um *-homomorfismo if : £^{1j,B^) — > B"^, extensao 
contmua de ip. Segue de [5j, 2.7.4, que existe um *-homomorfismo contmuo (ao qual chamaremos 
de if novamente) 

if-.B^XaZ^B'' 

estendendo (p. Vamos verificar que (p e um isomorfismo. 

Como Irrnp e fechada e contem o subconjunto {J2jeF-Bj{Mt)Tj;F C Z finito , Bj S B^, que 
e denso em B"^, entao ip e sobrejetora. Para mostrarmos a injetividade, usaremos a proposicao 12.71 

Dados z em S'^ e B = (Bj) em fiZ,B'<), defina n^{B) = {z^Bj)j. Novamente por 0, 2.7.4, 
podemos estender /i^ a um automorfismo de Xq, Z e obtemos entao a agao ^ : z i-^ /i^ do ci'rculo 
em B'^ Z. 

Para z em S^, definimos tambem o operador unitario em Cq: 

{Uzv){t,x) = z*v{t,x), V G L'^iil), 

e obtemos uma aqao (3 de em B"^, dada por 

P,{B{Mt)) = U,B{Mt)U;^ , B{Mt) G B\ 

Temos que verificar que !p> e covariante. Para isso, e suficiente mostrar que para cada z G 5^, 
f3zi'p{B)) = ip{^JLz{B)) para B = {Bj)j G ^i(Z,^t). Temos que o conjunto {B5o,5i;B G ^t} gera 
£i(Z,Bt), onde e a seqiiencia tal que o unico elemento nao nulo e 1 na posicjao n. Assim, e 
suficiente mostrar que vale a igualdade apenas nos geradores. 

B5o ii,{BSo) = z''B6o = B6o e ^{B6o) = B{Mt) =^ ip{fi,{B6o)) = B{Mt) 

/3,{ip{Bdo)) = f3z{B{Mt)) = U,B{Mt)U~^ = B{Mt) 
h — > = z5i e ip{z5i) = zTi =^ ip{^iz{zdi)) = zTi 

ip{8i) = Ti e /3,(Ti) = U.TiU^^ = zTi =^ (3z{p>{5i)) = zT, 

Para mostrar que ip e injetiva, e suficiente mostrar que sua restrigao aos pontos fixos de /i e 
injetiva. 

Seja T a subalgebra dos pontos fixos por /i, 

T = {x e B^ Z; fj,zix) = x Vz G S^}, 
e seja E : B^ XaZ^ B^ XaZ definida por 

E{x) = / fiz{x)dz. 
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Se X £ entao E{x) = x. Assim, !F esta contida na imagem de E. Como para todo j 7^ 0, a 
integral J^i z^dz = 0, temos E{a) G B'^ para todo a G £^{Z,B^). 

Como £^(Z,^t) ^ denso em x^Z e B'f e uma subalgebra fechada de B^ Z, temos que 
ImE C ;Bt. Como C JT^ entao = JT. Conhecendo ^ e sabendo que ip{B6o) = B{Mt), temos 

ifiBdo) = ^{D5o) ^ B{Mt) = D{Mt) ^ B = D. 

□ 

2.2.2 Ideal comutador e espago simbolo de 

Apesar de ja termos uma boa descrigao da algebra A'^ , queremos tambem determinar seu ideal 
comutador e seu espago sfmbolo. 

A descrigao do ideal comutador de e muito parecida com a de <S^, o ideal comutador da 
algebra A^ por isso pode-se notar que os calculos usados aqui serao praticamente os mesmos. 

Denote por 8^ o ideal comutador de B^ . 

Proposigao 2.8. O ideal £q coincide com o fecho do conjunto 

N 

^0 = { E Bj{Mt)Tj- 5, GCo(M,/Csi),iVGN}. 

j=-N 

Demonstragdo. Primeiro vamos verificar que os comutadores dos geradores de B^, e seus adjuntos, 
estao em ^q. E facil ver que 

[a(M,), T,-] = , [Bk{Mt),Tj] = {Bk{Mt + j) - Bk{Mt))Tj, 

para j £ Z e k = 4,5,6. Em [1^, temos na demonstragao da proposigao 1.1 que +j) — Bf^{-) S 
Co(M, /Cgi) para A; = 4, 5, 6. Assim, o operador Bk{Mt + j) — Bk{Mt) e a multiplicagao pela fungao 
Bk{- + 3) — Bk{-) G Co(M, /Cgi). Temos ainda na mesma proposigao que 

[a{M^),Bk], G Co(M,/Csi), i,A; = 4,5,6, 

logo, OS comutadores dos respectivos operadores sao multiplicagoes por fungoes em Co (M, /Cgi) e o 
mesmo vale para os adjuntos desses operadores. Portanto, £q esta contido no fecho de £q. 

Sabemos que Co(M, /Cgi) = iS^ esta contido em Entao para todo j inteiro, K{Mt)Tj G £q, 
para K em Co(M, /Cgi) (note que K{Mt) e um elemento do ideal <Sg). Assim, o fecho de £q esta em 
£%. □ 

Podemos ainda dizer que if^g e o fecho de 

N 

{ aj{Mt)Tj; aj G C7o(M),iV G N} ® /Cgi. 
j=-N 
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Proposigao 2.9. Sendo W a aplicagdo definida em U.3\) . temos que 
onde T e fecho de 

N 

J=^ = {Y1 aj{Mt)Tj; aj G CoiM.),N G N}. 
j=-N 

Demonstragdo. Para j inteiro e if real, temos 

Y^a{ip - Mk)Y^jY^^{Y^u''{ip)) = Y^{a{ip - k)u{ip -k + j))kez- 
Como Wa{Mt)TjW~^{Wu){ip) = Y^{a{ip — k)u{ip — k + j))keZi isto implica que 

Wa{Mt)T^W-^ = Y^aiif - Mk)Y_j_^ 



para a em 

Usando que lim/j^-i-oo a{(p — k) = para todo (p real, e que 

y^+ia(vp + 1 - Mfc)y_(^+i)_j = Y^a{ip - Mk)Y_^_j, 

segue que Yipa{ip — Mk)Y-^-j e uma fungao contmua em = {e''^'^^ ; G M} com valores em 
operadores compactos. 

Como o mergulho de C{S^,ICz) em Cs'-xZ ^ uma isometria e C{S^,}Cz) = C{S^) /Cz, temos 

que 

A igualdade sai por argumentos analogos usados na demonstragao do teorema l2.4| que se resume 
a provar que para cada e^'^*'^ G S^, {WGW~^{(p); G G !F} = K,z e que WJ^W~^ separa os estados 
puros de C(5i) ®/Cz. □ 

A proxima proposigao nos da a descrigao que queriamos para o ideal comutador £^ da algebra 

Proposigao 2.10. £^ e C(S'^, /C^xsO •^^'O isomorfos e este isomorfismo e dado pela conjugagdo 
por FW~^: 

(WF-^ /si)f*(FTy-i /§i) = C{S\lCz) /Cgi, 
onde W e dada em il.3\) e F e a transformada de Fourier. 

Considere o homomorfismo 

j':A''^C{S\CzxS^) 

dado por 7^(2) = 7a(-z,±1) para todo A G A'^. Entao 7' restrito a £^ tern imagem igual a 
CiS^,JCzxs^)- 
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Proposigao 2.11. O espago simbolo de A"^ e homeomorfo a 5"^ x S-"^ x e a aplicagdo do 
simholo (J* : — > C{S^ x x 5^) e dada por 

a\{e'^,x,w) = (tI^{x,w), \/ A e 

e 



Demonstragdo. Considere as inclusoes 

onde P27r e o conjunto das fungoes contmuas 27r-peri6dicas. 

Sabendo que 5^ e x sao os espagos simbolo de P^-k e A^ ^ respectivamente, temos a 
aplicagao dual 

: — > 51 X §1 X 5^ 

U; I > (u O K^, LJ O K2) 

onde K* sera um homeomorfismo sobre a sua imagem. 

A ideia agora e fazer o mesmo para a algebra A^ apesar de ja conhecermos o seu espago simbolo. 
Sejam 

ji : C([-oo,+oo]) — ^ — h ■■ ^ — ' ^ 

h ^ [b{Mt)]e^ [A]eo ^ [A]e^ 

as inclusoes canonicas. A aplicagao dual e dada por 

j* : Ma — > [-00, +00] X ImK* C [-oo,+oo] X S"^ X X 5^ 

No teorema ll.7l temos uma descrigao de M_4, que tambem pode ser escrito como X x x S^, onde 
o conjunto X = {{t, e*^) E [—00, +co] x S^;9 = t se \t\ < 00}. Temos ainda que M^^ e homeomorfo 
a Imj* . 

Dado o funcional linear multiplicativo uj G M_4 correspondente ao ponto (t, e*^, x, (r, ^)) G 
X x§^ X S^, queremos mostrar que ujoj2eo funcional linear A(-g,e 3, j-^^^)) G associado ao ponto 
(e^^x,(r,e)). 

Para isto, basta mostrar que to o j2{[Ai]£j^) = A^gis 3, (^^^■))([^j]^-o) onde Ai, i = 1,3,4,5,6, sao os 
geradores de A'^ . Sabemos que uj o ^^([^i]^^) = "^([^ilf^)) ^ = li 3, 4, 5, 6: 

1. uj{[a{M,)\£^) = cj,(^^i^){t,e'' ,x,{T,i)) = a{x) 

2. uj{[e'i'''^]£^) = a^.,M, (t, X, (r, 0) = e'^' 

3. u;([A4]£^) =aA4(t,e*',x,(T,0) = 

4. uj{[A^]£^)=aA,{t,e^',x,{T,i))=T 



22 



Para calcularmos A^gis .j. (^^^^^([^j]^©), temos de voltar para a aplicagao dual 

K* : — > X §1 X 5^ 

A I — > (A o K;^, A o K2 o ix, A o K2 ° ^2) 

lembrando que ii e 12 vem da demonstragao do espago simbolo de M^. 

Para e*-'*^®, o operador de multiplicagao pela fungao contmua Pj{d) = e'-'^ de periodo 27r, 
A(e»8,x,(T,5))([^*"'^^*]£'*) 6 igual ao funcional \ o m calculado em pj. Como os funcionais lineares 
multiplicativos de P2-K sao dados pela evaluagao num ponto de S"^, entao vamos associar ao funcional 
A o o ponto e*^. Logo, 

Para calcularmos A(gi9 (^^^)-)([a(M^)]^o), para a G C°°(S^), temos que 

'^(e'9,x,(r,0)(["'(^^)]^*) = ° '^2([a(Mr)]£t) = A o K2 o ii{a) 

Tambem neste caso, os funcionais lineares multiplicativos de C°°(§^) sao dados pela evaluagao num 
ponto de S^, entao associamos a A o ki o i]^ o ponto x. Logo, 

\e-o^x,{,T,i)){H^x)]£<') = a{x). 

Como = e A o K2 e um funcional linear em entao 

A(e'«,x,{r,0)([^4]£:0 = A o K2([^4]£:t) = 0. 

Temos ainda que A o ^2 o ^2 e um funcional em C e portanto, a ele esta associado um par (r, ^) G 5^ 
pelo teorema l2.5| e portanto 

Ao K2 O 22(^5) = B'^{T,i) = T , A O K2 o i2{A&) = B'q{t,^) = ^. 

Logo, dado uj fica bem definido o funcional Aj-gie ,j. (^^g)) em para todo {e^^,x, (r, ^)) € 5^ x 
X Sl^. Portanto, a imagem de k* e igual a S'-'^ x x e 

a\^Mde'',x,{T,0)=a{x), a\.,M,{e^' ,x,{t,0) = e'^', 

aX{e'',x,{T,O) = 0, aX{e'',x,{T,0)=r, al^(e^^x, (r,^) = 6 

□ 
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Capitulo 3 



A K-Teoria de ^ e suas 
C *-subalgebras 

Este ultimo capitulo consiste no calculo da K-teoria da C*-algebra A C onde Q = 

M X §1. 

Apresentaremos primeiro alguns conceitos basicos sobre esta teoria e resultados importantes 
que serao liteis nas proximas secoes. Recomendamos [T7] e [TH] como literatura neste assunto. 

Comegaremos calculando a K-teoria das subalgebras e A^. Para isso sera fundamental ana- 
lisar a seqiiencia de Pimsner-Voiculescu construida a partir da realizagao de A'^ como um produto 
cruzado. 

Conhecer a K-teoria de A^ nos fornecera uma das informagoes necessarias para conseguirmos 
determinar a K-teoria de A. Um dos resultados mais interessantes deste ultimo capitulo, segao 3.3, 
e o calculo do indice de certos operadores de Predholm, usando a formula do mdice de Fedosov, 
uma particularizagao da formula de Atiyah-Singer. Este calculo e necessario para determinar a 
aplicacao do mdice de uma dada seqiiencia exata de seis termos em K-teoria induzida por uma 
seqiiencia exata curta envolvendo A^. 

3.1 Conceitos basicos 

Seja A uma C*-algebra. Denotaremos por A a unitizagao de A. Dado um n natural, seja M„(j4) 
o conjuntos das matrizes nx n com entradas em A. Considerando Pn{A) := {p G Mn{A); p = = 
p*} o conjunto das projegoes em A e Un{A) := {u £ Mn{A);uu* = u*u = 1} o conjunto dos 
elementos unitarios em A, usaremos a seguinte notagao: 

Poo(i) := U ^"(^) ' ^-(^) •= U ^"(^) 

neN neN 

De uma forma resumida, podemos definir a K-teoria de C*-algebra pelos funtores Ko e Ki que 
associam a uma C*-algebra A dois grupos abelianos Kq{A) e Ki{A). O grupo Kq{A) pode ver visto 
como diferengas formais [p] — [s{p)] de classes de equivalencia de projegoes p,s{p) G Poo{A), onde 



24 



s{p) e a parte escalar de p. Ki{A) e o grupo de classes de homotopias de unitarios (ou inversiVeis) 
em UooiA). 

Uma propriedade desses funtores e que dada uma seqiiencia exata curta de C*-algebras, 

— > B ^ C — ^0, 

associamos a ela uma seqiiencia exata de seis termos com os seus K-grupos 

KoiA) ^ KoiB) ^ KoiC) 

Si ^ I 5o 

K,{C) ^ Ki{B) ^ KM) 

onde e vr^, sao as aplicagSes induzidas funtorialmente, 5i : Ki{C) Kq{A) e dita aplicagao do 
fndice e 5o : Kq(C) Ki(A) e a aplicagao exponencial. 

Definigao 3.1. ([19j, Definigao 7.2.1) A suspensao de uma C*-dlgebra A e a C*-dlgebra 

SA := A®Co(M) 

= Co{R,A) 

- Co((0,l),A) 

= {/gC(5\^);/(1) = 0}. 

Nos tres ultimos ohjetos, soma e produto sdo pontuais, adjunto e dado pelo complexo conjugado e 
a norma e a norma do supremo. O produto tensorial A fS> Cq(M.) significa o produto tensorial entre 
C*-dlgebras completado. 

A seguir, enunciaremos um isomorfismo em K-teoria que envolve a algebra e sua suspensao. 

Teorema 3.2. Os grupos Ki{A) e Kq[SA) sdo isomorfos para toda C*-dlgehra A. O isomorfismo, 
ao qual denotaremos por 6a, tern a seguinte descrigdo: dado um unitdrio u G Un{A), existem 
unitarios wt £ U2niA), t £ [0, 1], que forma uma homotopia entre wq = l2n e 

^1 = I o ^* I =• diag{u,u*). 
\ u* I 

Isto da origem a um caminho de projegdes 

qt := Wt ■ diag{ln, 0) • w*t £ M2„(i), t £ [0, 1], 

com qQ = diag{ln,0) e qi = diag{u, u*)-diag{ln, 0)-diag{u* ,u) = diag{ln,0)- A aplicagdo q : t qt 
pertence a M2n{SA) e qt — diag(ln,0) £ M2n{A) para todo t £ [0, 1]. Temos entdo que 

eA{[u]i) := [q]o-[ln]o. 
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Observagao 3.3. Para u £ A unitario, basta tomar wt := diag{u, 1) ■ Ut ■ diagiu* , 1) • lij' £ M2(^), 
(|19j. Teorema 7.2.5, Teorema 4.2.9), onde 



sen^ cos ^ 



Neste trabalho, vamos caracterizar a suspensao pelas fungoes definidas no circulo por ser mais 
conveniente para os nossos calculos. Sendo assim, para u € A unitario, a fungao q G P2{SA) 
definida acima em fungao de t £ [0,1] deve ser uma fungao com dommio em S^. Vamos entao 
descreve-la em fungao desta nova variavel. 

t £ [0, 1] I — > qt := Wt ■ diag{l,0) ■ 

Fazendo estas contas, obtemos uma matriz em fungao de u, cos ^ e sen^ : 

^ 1- (2-n-u*)cos2^sen2f _ i) cos^ f senf + ^(n - 1) cos f sen^^ 

^ (u* - 1) cos^ Tsenf + u*{u* - 1) cos f sen^f {2-u-u*) cos^ f sen^f 

Sejaz = zi+iz2 = e^^^** G 5^ zi = cos 27rt e Z2 = senlnt. Usando as igualdades trigonometricas, 
cos(7rt + nt) e sen(7rt + vrt), e em seguida, cos(7rt/2 + 7rt/2) e sen(7rt/2 + 7rt/2), obtemos as relagoes 



cos (y)sen {—) 



nt^ S^T^t 1 \ — Zl Z2 1,f'^^\ 1 /I — -Zl , -^2 



cosf — )sen ( — ) = -\ , cos ( — )sen( — ) = -\ h 

^2' ^2' 2\ 8 8 ^2' ^2' 2\ 8 

Substituindo estas igualdades na matriz anterior, temos que q G P2{SA) e dada por 



Zl + iZ2 £ ^ qzi+iz2 = 



\ ^ V ^ - - (2 - ^ - n*)i^ 

Denotemos por Q{a, b, c), para a unitario em A e b + ic em 5^, a seguinte matriz 



Q{a, b, c) 



(3.1) 



V ^VV-(«*-lri (2-a-a* 



Outro resultado importante em K-teoria e a Periodicidade de Bott. Esta garante que Ko{A) 
e Ki{SA) sao isomorfos e este isomorfismo e da seguinte forma. Para todo n G N e para toda 
projegao p G Pn{A), define-se uma aplicagao fp-.S^^ Un{A) por 

fp{z) = Zp+ {In -p). 
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Obtemos assim a aplicagao de Boot: 

(3a: Ko{A) ^ K.iSA) 

Um resultado que usaremos constantemente nos calculos de K-teoria e que, dada a seqiiencia 
exata curt a cindida 







SA 



C{S\A)) 



P 



A 



0, 



onde i e a inclusao, pea evaluagao no ponto 1 e s e tal que po s = Id a, entao vale que 

Ki{C{S\A)) = uiK^iSA)) © s,iKi{A)), i = 0, 1, 

onde e sao as aplicagoes induzidas. 

Para o calculo da aplicagao do mdice, temos o seguinte lema. 

Lema 3.4. ([14j. Lema 1) Seja A uma algebra de Banach unital e seja 5i : Ki{A/J) Kq{J) 
a aplicagao do mdice da seqiiencia exata de seis termos em K-teoria associada a seqiiencia exata 
curta 0— >J— >A— >^/J^0. Se u ^ Mn{A/ J) e um inverswel, 7r(a) = u e 7r(6) = u~^, entao 

' 2ab - {ahf a{2 - 6a) (1 - 6a) ' 
(l-6a)6 {l-haf 

No caso em que J e o ideal dos operadores compactos K{H) de uma C*-algebra A C C{H)^ 
onde H e um espago de Hilbert, temos que a aplicagao do indice 5i da seqiiencia abaixo 

Z^Ko(/C) K^{A) Ko{A/IC) 



1 




5i T 



i So 



Ki{A/fC) < — Ki{A) < — Ki(/C) = 
e dada pelo mdice de Fredholm, isto e, 

<^i([[r]^]i) = ind(r), 

onde ind e o fndice de Predholm do operador T([l7|, proposigao 9.4.2). 

3.2 A K-teoria de 

Comegaremos os calculos pela menor algebra. Considere a seguinte seqiiencia exata curta: 

ft ^ ^ ^ ^ 0, 

onde i e a inclusao e vr e a projegao canonica. 

O teorema 12.41 nos da o isomorfismo entre £^ e Co(M,/Cgi). Sabendo que Ko{}C^i) = Z e 
-fCi(/Cgi) = 0, e que vale S'/Cgi = Co(M,/Cgi), entao podemos facilmente concluir que 



(3.2) 
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Proposigao 3.5. KQ{Ay8'^) e Ki{Ay8'^) sdo ambos isomorfos al?. 

Demonstragdo. Antes de calcularmos estes grupos, observe que pelo teorema 12.51 temos o seguinte 
isomorfismo 

Vamos primeiro calcular Ko{C{Sl^ x S^)) e Ki{C{Sl^ x S^)) e depois, pelo isomorfismo entre os 
grupos, determinar Kq e Ki de . 

Note que C(5^ x S^) = (7(5^^, C(S^)). Assim podemos construir a seqiiencia exata curta 
cindida envolvendo C(S^) e sua suspensao: 

— SC{§') — C{Sl,C{S')) = C(Si) — 0, 

onde i e a inclusao, pea evaluagao no ponto 1 e s e tal que po s = Ic(n^)- 
Entao vale que 

K,{C{Sl,, C(S^))) = u{K,{SC{^''))) e s,(i^i(C(Si))), i = 0, 1, (3.3) 

onde e s* sao as aplicagoes induzidas. 

E conhecido que Kq{C{^^)) = Z[l]o, onde [l]o e um gerador do grupo Kq{C{^^)) e 1 representa a 
fungao x i-^ 1 em C(§^). Temos ainda que Ki{C{E>^)) = Z[x]i, onde [x]i e um gerador de i^i(C(S^)) e 
X e a fungao identidade em S^. Sabendo disso, estamos aptos a calcular Ki{C{Sl^, C(S^))), i = 0, 1, 
usando a igualdade (|3.3p . 

Calculando no gerador de Kq{C{§>^)), temos 

s,{[l]o) = [w^l]oeKo{CiSl,C{S'))). 

Vamos representar este gerador de Kq{C{SI^,C{§^))) novamente por [l]o, mas entendendo 
que se trata de [w {x ^ 1)]q. Assim, s^{Kq{C{§^))) = Z[1]q. 

Passemos ao calculo de i*(-R'o('S'C(S^))). Sabemos que Ki{C(S^)) = Kq{SC{§^)), com o 
isomorfismo dado no teorema 13.21 e ainda, conhecemos o gerador do grupo i^i(C(S^)). Temos 
entao que 

6'c(si)(Wi) = [w = u + iv^ Q{x,u,v)]o, 

Logo, 

Ko(C(5^, C{S^))) = Z[l]o © Z[n + iv^ Q{x, u, v)]o. (3.4) 
Para calcular s*(-R'i(C(§^))), calculemos s* num gerador: 
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Como a fungao w x nao depende da variavel de w G S^^, podemos entao escrever que 
s,(Ki(C(Si))) = Z[x]i. 

O grupo «*(i^i(S'C(S^))) e determinado a partir da aplicagao de Bott. Dado o isomorfismo 
/3c(si) : Ko{C{S^)) Ki{SC{S^)) e conhecendo o gerador de Ko{C{§^)), temos 

/?c(§i)([l]o) = Ml, 

onde w representa a fungao identidade em S^^. Observe que esta fungao w € C(5^,C(§i)) 
nao depende da variavel em 

Assim, conclmmos que 

Ki(C(Si„C(Si))) =Z[w]ieZ[x]i. (3.5) 

De (I3.4p e de p.Sp . obtemos os isomorfismos desejados: 

KoiA^S^) = 1? e Kx[A^IE'^) ^ 1? . 

Vamos agora determinar os geradores destes grupos. Tomando a classe em correspondente 
a respectiva fungao em C{S^ x S^) por a\ conseguimos encontrar os geradores de Ki{A'^ /£'^),i = 
0,1 : 

K^iAyS^) = Z[[x(M,)]£t]i © + aelftli, 
onde Q agora e definida para operadores em A : 



QiA,B,C) :-- 



( I-i2-A-A*y-^ A^.^-(A-in 



\^J^-{A*-I)'^ {2- A- A*)tf 



(3.6) 



□ 



Associada a seqiiencia (13. 2p . temos a seqiiencia exata de seis termos em K-teoria 

SU i 4 (3-7) 

A descrigao que temos do isomorfismo i^i(Co(M, /Cgi )) = Z nao e explicita o suficiente para nos 
permitir saber exatamente qual e a imagem de 5q. Como 

4([[^]£t]o) = [exp(27ri/)]i = [/]i = 0, 

temos que [[/]£-t]o pertence ao niicleo de 5q. 

Portanto, apenas uma das seguintes possibilidades se verifica: 
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1. Se (5q = entao Kq{A^) = Ko{A^ /S"^) = 1? . Temos ainda a seqiiencia exata curta 

^ Kx(E'^) ^ Z ^ Kx(^^) KiiA^S^) ^ ^ 0. 

Como 7? e um modulo livre, entao esta seqiiencia cinde e como Z e abeliano, podemos entao 
escrever Ki{A^) como a seguinte soma direta: 

2. Se 5l{[[Q{'x.{Mx) , A^, Aq)]£\]q) corresponder a um inteiro rj ^ {) pelo isomorfismo Ki{£'^) = Z, 
temos que 

^ Ko{A^) KoiA^S^) ^ Z2 ^ ImjJ ^ r/Z ^ 0, 
e portanto Ko{A^) = Z. Podemos ainda escrever a seqiiencia 

^ ^hi^ ^ Z^ ^ Ki{A^) ^ E:i(^t/^t) ^ z2 ^ 0, 

onde Z^ = Z/r/Z. Como Z^ e um modulo livre e os grupos sao todos abelianos, entao podemos 
escrever Ki{A^) como a soma direta Z^ © Z.^. 

3.3 A K-teoria de A"" 

A ideia usada na segao anterior sera reproduzida aqui para calcular os K-grupos de A^. Comegamos 
construindo a seqiiencia exata curta envolvendo a algebra e seu ideal comutador: 

^ r ^ ^ ^ ^ 0. (3.8) 

Do teorema 12.101 temos o isomorfismo entre £^ e C(S'^, /C^xsO- Considere a seqiiencia exata 
cindida 

i P 

onde p{f) = /(I). Entao, 

Ko(C(5\/C^x§0) = i^o(/Czxsi) = Z[i^]o, (3.9) 
onde o isomorfismo e induzido por p e E e uma projegao de posto 1 de /C^xsi, e 

pela aplicagao de Bott. Portanto 

Ki{£'')^Z, i = 0,l. 
Proposigao 3.6. i^o(^*/^*) = Z^ e i^i(^*/f*) ^ Z^. 

30 



Demonstragdo. Pela proposicao 12.111 conhecemos o espago smibolo de A^. Comecemos entao de- 
terminando Kq e Ki de C{S^ x x S^) (mudamos a ordem do produto cartesiano por ser mais 
conveniente para nos). Para facilitar os nossos calculos, vamos reescrever C{S^ x x S*^) como 
C{Sl^,C{§'^ ,C{S^))). Lembrando que e o espago si'mbolo das fungoes 27r-peri6dicas, temos que 
Ko{C{S^)) = Z[l]o e KiiCiS^)) = Z[z : e'^ ^ e%. 

Com base no que foi feito na demonstragao da proposigao 13.51 podemos concluir que 

Ko{C{S\ C{S^))) = Z[l]o ®Z[x = a + ib^ Q{z, a, b)]o 



Observe que aqui trabalhamos com circulos (de origem) diferentes daqueles da proposicao 13.51 
OS calculos sao os mesmos. 

Denote Y := C(S^, C{S^)). Agora usamos a seqiiencia envolvendo a suspensao de Y, 

— 5y — c{sl,Y) = y — 0, 

Entao 

KiiCiSl, Y)) = u{K,{SY)) e s,{K,{Y)), i = 0, 1. 
Com esta igualdade, podemos calcular Ki{C{Sl^,Y)), i = 0, 1. 

. Ko{C{Sl,Y)) : 

Vamos calcular nos geradores de Kq{Y) : 

s*([l]o) = [w^ l]o, 

s*([a + ib^ Q{z, a, 6)]o) = [w ^ {a + ib Q{z, a, 6))]o- 
Para calcular i^{KQ{SY)) usamos o isomorfismo By '■ Ki{Y) Ko{SY) : 

0y([x]i) = [w = u + iv Q{x,u,v)]o, 

6y{[z]i) = [w = u + iv Q{z,u,v)]o. 
Assim, podemos concluir que Ko{C{Sl^ x x S*-"^)) e igual a 

Z[{w, X, e'^) ^ l]o e a + ib, e'^) ^ Q(e*^ a, b)]o 

© Z[{u + iv, X, e'^) ^ Q{x, u, v)]o © + iv, x, e*^) ^ Q(e'^ u, v)]o (3.10) 

. K,{C{Sl,Y)) : 
s* em Ki{Y): 

s^{[x]i) = [w x]i e s*([z]i) = z]i. 
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Usamos o isomorfismo de Bott para determinar os geradores de Ki{SY) : 

Prim = Ml, 

onde w e a fungao identidade de C(S'^), e 

Priia + ib ^ Q{z,a,b)]o) = [w ^ {a + ib I2 + {w - 1) ■ Q{z,a,b))]i, 

onde I2 representa a matriz identidade de dimensao 2. Temos entao que Ki(C(S'^ x x S^)) 
e igual a 

Z[{w, X, e'^) ^ x\i e Z[{w, X, e'^) ^ w]i © Z[{w, x, e'^) ^ 

© Z[('u;, a + lb, e'^) ^ h + {w - l)Q(e^^ a, (3.11) 

Para determinarmos os geradores de Kq e Ki de A'^/S'^, usamos o simbolo o"* : — > C(S'^ x 
X S^). Considerando Q como em 13.61 definida para operadores de A, segue que 

KoiAyS^) = mkoh e Z[[Q(e'*^%a(iV4),b(M,))]^-o]o © Z[[Q(e^^^% ^[5, ^6)]^o]o © 
Z[[Q{x{M,),A5,Ae)]£o]o 

KMVn = Z[[e*^'^*]£.]i©Z[[x(M,)]^o]i©Z[[A + ^^6]£o]ie 
Z[[Id+{A5 + iAQ - l)Q(e^*^%a(M,),b(A/4))]£o]i, 

onde e*^' e o operador de multiplicagao dado por 

e'^'{u){t,x) =e''u{t,x), 

e a(Mj;), b(Mj;) sao dados por: 

a(M2^)(n)(i, x = a + ib) = a ■ u(t, x) , b(Ma;)(n)(t, x = a + ib) = b ■ n(t, x). 

□ 

Para obtermos a K-teoria de vamos calcular as aplicagoes exponencial e do mdice para a 
seqiiencia exata de seis termos em K-teoria abaixo: 

Z ^ KoiS'^) KoiA'') ^ Ko(^^/f^) = 

61 ^ i 51 (3.12) 

z4^Ki(^^/f^) ^ Ki(^*) ^ Ki(£:^)^z 

Para determinar conseguimos mostrar que vale a proposigao analoga da proposigao 3 de [1 
para A^. 
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Proposigao 3.7. Seja A em tal que [A]^-^ seja inverswel em A^/S^. Entdo 7^(-z) e um operador 
de Fredholm em Cix§i para todo z £ e 

onde ind denota o mdice de Fredholm e E e uma projegdo de posto 1 em /C^xSi- 

Demonstragdo. Seja B em tal que I — AB el — BA pertengam a iS*. Pela proposigao 12.101 
ii-AB = ii-iA^B e ii-BA = ii-isiA pertencem a C(5\ /C^ixsO- Assim, para cada z G 5\ 7^(2;) 
possui um elemento inverso, modulo /C^xS^) ^ portanto 7^(2:) e um operador de Fredholm em /Z^xSi- 
Considerando a aplicagao dada pela projegao canonica vr : A'^ A'^/S'^, tome a = A uma 
pre-imagem para u = [A]£o. Seja -B em A^ tal que = [i?]^-*, entao B e uma pre-imagem para 
u~^. Usando o lema 13.41 e o isomorfismo l3.9| temos que (^i([[A]£:o]i) e igual a 

' 27^1(1)7^1) - (7;i(i)7;.(i))' 7'Aim - 7^(i)7;i(i))(i - 7^(1)7:1(1)) 

, (l-7^(l)7;i(l))7^(l) (/- 7^(1)7:1(1))' 

Para a seqiiencia exata 

n y ^ r ^ -^ZxSi n 
U > /^ZxSi ^ ■'-ZxSi -p ^ U, 

temos que a aplicagao do mdice 5i : -R'i(£2x§i/^Zx§i) ~^ ^o(^Zx§i) e dada pelo mdice de Fred- 
holm. Assim, 

6ii[hAi^Mi) = \ndj'Al)[E]o. 
Mas pelo lema 13.41 (5i([[7:i(1)]a:]i) e dada pela mesma matriz de (5i([[yl]£-o]i). Logo, 

6ims^]i) = \nd^Aamo. 

□ 

Teorema 3.8. A aplicagao 6'^ em \3.1S\) e sobrejetora. 

Demonstragdo. Calculemos 5i nos geradores de Ki{A'^ /S'^). E facil ver que os operadores de mul- 
tiplicagao yi{Mx), e**^' sao unitarios em A'^ e portanto sao pre-imagens para [x(M2;)]£-o, [e**''^']^:*. 
Logo, 

Usaremos a proposigao 13.71 para calcular 5i nos outros dois geradores. Observe que 7^1(1) 
significa 7^(e^'^*'^), com ip = 0. Para o elemento [[A^ + iAgJ^-oJi, temos que 'y'y^^_^_iy^^{l) em CzxS'^ e 
o operador de multiplicagao pela seqiiencia 

O proximo passo e calcular o mdice de Fredholm deste operador. Para isso, podemos ve-lo como 
um operador em £(L^(Z) (gi L^(S^)) e assim conjuga-lo com F^, ou seja, a conjugagao pela 
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transformada de Fourier discreta ocorrera apenas em L^(S^). Obtemos portanto, um operador em 
^ZxZ de multiplicagao pela seqiiencia 

Agora vamos calcular a dimensao do micleo deste operador: 

(j(l + f + A:2)-i/2 _ ik(l + f + k^)-'/\j^kkk = ^ 

(^l^p _^ fc2)-i/2 ^J'fc = y j, k Uj^k = 0, V j ou A; 7^ 0, e no,o qualquer. 

Conclm'mos entao que a dimensao do micleo e 1. Usando o mesmo raciocmio, conclmmos que a 
dimensao do micleo de seu adjunto tambem e 1. Portanto, 

ind7A5+iA6(l) = 0- 

Logo, 

5ii[[A5 + iAe]£o]i) = 0. 
Considere o gerador [[/ + {A5 + iAq - l)Q(e**^% a(M^), b(Ma;))]£:o]i. Entao, 

77+(^5+iA6-l)Q{e"-ft,a(M,),b{M,))(l) = ^+ ilAs+iAei'^) " l)7Q(e«/t ,a{M,),b(M,)) (1) 

Ja conhecemos o operador 7^g^jy^g(l) G ^zxsi ^m (j3.13p . O outro operador e dado por 

7Q(e"^t,a(Af.),b{M.))(l)=Q(^-l'^(^-)'b(^-)) ^ M2(£2;xSl)- (3-14) 

Explicaremos primeiro os passos a serem tomados para o calculo do mdice do operador 

yi+iAMe-i)Qie'Mt,,iM.)XM^))i^)^ para depois efetua-lo. 

A ideia sera conjugar este operador com a transformada de Fourier discreta na variavel inteira 
e obter um operador de C{L?'{S^ x §^). Temos que a variedade x e compacta e tem Todd class 
([3) (11)) igual a 1. Com as hipoteses satisfeitas, usaremos a formula do mdice para operadores 
pseudodiferenciais elipticos de Fedosov [7], uma particularizagao da formula de Atiyah-Singer, a 
qual pode ser escrita em termos do simbolo do operador: 

ind^ = i-^r^Un-iy. f TT{a-^daf^~\ (3.15) 
(2mY {2n -1)1 J s(^M) ^ ^ ' ^ ^ 

onde n e dimensao da variedade M, S{M) e o fibrado das coesferas de M, a e o simbolo principal 
do operador pseudodiferencial A e {a~^^da)^"~^ e uma (2n— l)-forma. O simbolo principal coincide 
com o (T-si'mbolo que definimos neste trabalho,[3] e |llj . 
Conjugando o operador 7^g+jyig(l) com ig) /§i, temos: 



i da \ da^ d(5'^ J i d/3 \ do? 5/3^ 
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com G 5^ e x = e'^ G Para ^(^-1, a(M^), b(M^)), 

F7iQ(y__i,a(M,),b(M,))Frf = ^(F^iy.iFrf, a(iV4), b(M,)) = Q(e'^^", a(M,),b(M,)) 

Lembrando que a(Mj;) e b(M2;) sao operadores de multiplicacao pelas fungoes a, b G C°°(S^) 
tais que a. : x = a + ib ^ Re{x) = a, e b : x = a + ib Im[x) = b, podemos reescreve-las em 
fungao de a; = e*^: 

a : e*^ 1-^ cos /? , b : e*^ i-^ sen/3. 
Obtemos entao o seguinte operador em M2(£5ixsi) : 

Antes de irmos para o calculo do mdice de T, devemos determinar seu si'mbolo a. Como 
5(5^ X S^) = 5^ X S-"^ X Sl^, onde representa o circulo proveniente do fibrado, temos que 
ax G C{S^ X X Sl^). Calculemos o si'mbolo de cada operador envolvido em T separadamente. 

1. ae.M,((e^°,e^^,e^^)) = 

2. fT,(M^)((e^",e'/^,e^^)) = Re{e'f) = cos/? 

3. ^Tb(M,)((e'",e^^,e^^)) = Im{e'^) = sen/? 

4. a,^. _ ,2 _ ,2 ^-i/2((e-,e^/^,e^^)) = Re{e'^) = cosA 

i da \ Qa'^ g/j'Z J 

^- ""iJLf.o^. a2 x-i/2(e^°,e^^,e^^)) = Im{e'^) = senA 

i 9/3 V e^^ / 

fTT((e*",e*^,e*^)) = / + (- cos A + isenA - l)Q(e*", cos /?, sen/3) 
No integrando temos 

/ d d d \ 

a~^da = fj"^ ( —ada + izr^crdfi + irrcrdX . 

\oa op OA J 

Chamando de = — '§^^^ ~ Wx^^ entao 

(a^^daf = [Ai + A2 + A3]dadpdX 

onde 

Ai = a'^ a^a^^ {(T pcr^^ (y \ - a\a~^ap), 

M = CT pcj'^ {a xa^^ a a - aaCr'^crx), 

A3 = a^^axcr^^{(JaCr^'^crp - a^a'^aa)- 

A partir daqui usamos o software Maple para resolver diversos calculos, como as derivadas 
parciais, os produtos de matrizes, o trago e por ultimo a integral da formula (I3.15p . No apendice 
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pode ser encontrado os comandos usados para fazer estes calculos. O valor da integral e 247r^ e 
portanto o mdice de T e 

ind T = i '— - 24^2 ^ I 

(27ri)2 3! 

Logo, o mdice de 7;+(A5+iA6-i)Q{e"^*,a(M.),b{M.))(l) ^ 1 e portanto, 

+ (A + ^6 - l)Q(e^*'%a(M,),b(Mj)]£.]i) = [S]o. 
Assim concluimos que 6^ e sobrejetora. □ 

Analisando a aplicagao exponencial, temos que 5q nos geradores [[-^Jfojo e 
[[(5(e*^*, a(Mj;), b(Ma;))]£:o]o e igual a 0, pois estes operadores sao projegoes em A''. Mas nao deter- 
minamos a imagem de Sq pelo motivo ja citado no calculo de 6q. Portanto, temos uma das seguintes 
possibilidades: 

1. Se = entao Kq{A'^) = K(){A'^ / S'^) = Z*^. Temos ainda a seguinte seqiiencia 

^ Ki{£'') ^ Z ^ KiiA"") Ker5l ^I? 

Como e um modulo livre, entao esta seqiiencia cinde. Alem disso, Z e sao abelianos. 
Portanto ^ Z © Z^ = Z"^. 

2. Se ItuSq = /iZ, para algum inteiro /i nao nulo, entao Kq{A'^) = kerd^ = Z^ e Ki{A'^) = 
Z^ ©Z^, onde Z^ ^ Z/^Z. 



3.3.1 A seqiiencia de Pimsner-Voiculescu 

No teorema 12.61 vimos que existe um isomorfismo (p : ^B^xi^Z B^, onde a e o automorfismo 
de translagao por 1, = F-^A^F 6 8"^ = F-^A^F. Em [16], teorema 2.4, Pimsner e Voiculescu 
obtiveram uma seqiiencia exata de seis termos envolvendo apenas os K-grupos da algebra inicial e 
da agebra do produto cruzado. 



T i 

Ki(i3tx«Z) 4^ Ki{B^) "'^*<^*' Ki{B^) 

onde idea, aplicagao identidade em , a e o automorfismo de translagao por -\ ei : B'^ — > S^Xq,Z 
e a inclusao. 

Esta nova seqiiencia nos fornecera mais respostas sobre a K-teoria de e B^. Observe que 
o i : B'^ ^ B^ e a. aplicagao de inclusao de B'^ em B^ . Denotando novamente por i esta inclusao, 
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podemos reescrever a seqiiencia exata de Pimsner-Voiculescu como abaixo: 

Ko{B^) "^"-^^ Ko{B^) KoiB"") 

T i (3.16) 

i^^(^o) Ki{B^) Ki{B^) 

Temos que id^, —a~^ = 0, pois id e sao homotopicas. De fato, considere h : [0, 1] Aut{B^) 
dada por hf = Entao Hq = id e hi = a~^, e t ht{B) = a^^{B) = B{- + t) e contmua em 
[0, 1] para cada B e B^ pois c Cb{R,Cs^)- 

Obtemos entao, as seguintes seqiiencias exatas 

^ KoiB^) ^ KoiB^) ^ Ki{B^) ^ 0, 

^ Ki{B^) h Ki{B^) Ko{B^) 0. 

Estas por sua vez, podem ser reescritas em fungao de e A^, ja que Ki{B^) = Ki{A^) e Ki{B°) = 
i^i(^^),i = 0,l. 

^ Kq{A^) ^ KoiA"") ^ Ki{A^) ^0, ^ Ki{A^) h ^ Kq{A^) ^ 0. 

Das possibilidades que tmhamos para Ki{A^), pagina [30l e Ki{A'^), pagina [36l z = 0, 1, as linicas 
que fazem sentido na seqiiencia acima sao 

Kq{A^)^Z, Ki{A^) ^ Z'^ ® Zr, , Ko{A'')^Z\ ^ © Z^, 

com r], /i inteiros positives nao nulos. 

O grupo Kq{A^) tem como gerador [/d]o, onde Id e o operador identidade de A^ . Assim, 
i^{[Id]o) = [i{Id)]o = [Idlo £ Ko{A^), onde Id e o operador identidade de A^, e como [Id]o e um 
dos geradores de Ko{A'^), isso garante que 



Logo, 

onde T] e fi sao iguais a 1. 

Deste resultado segue o seguinte corolario. 

Corolario 3.9. A aplicagdo 5q e sobrejetiva. 

Demonstragao. Como = 1 entao ItuSq = Ki{£'^). 



KiiA") = Z^ , i = 0,1, 



□ 
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3.4 A K-teoria de A 



Nesta ultima segao, apresentaremos a K-teoria de ^ e de A/ICq, onde ICq representa o ideal dos 
operadores compactos em L'^{fl). Construiremos tres seqiiencias exatas envolvendo estas algebras e 
o ideal comutador de e a partir das seqiiencias exatas de seis termos em K-teoria, vamos calcular 
as aplicagoes de conexao. 

Considere a seqiiencia exata curta 

0^1^^^^^^ 0, (3.17) 
i^Q i^n t-A 

onde i e a inclusao e vr e a projegao canonica. No capftulo 1 vimos que £_a e o niicleo da aplicagao 
a : C{Ma) e A/£a e isomorfa a C(M^). 

Primeiro vamos determinar os grupos Kq e Ki de Sa/^u- 

A aplicagao ^ dada em 11.41 nos diz que Sa/^Q 6 isomorfo a duas copias de C(5^, /C^xsO) 

que 

x{-i,+i},/C2;x§i) - c(5\/C2;x§i)ec(5\/c^xsO 

/ ^ (/(.,_!),/(.,+!)) 

e um isomorfismo. 

Ja sabemos que Kq{C{S^ ,lCj^xS,^)) = Z e Ki{C{S^ ,JCxxS^)) — entao 

Ki (^^^ ^zez, i = o,i. 

Agora partimos para o calculo dos K-grupos de A/£a- Como M_4 e o espago sfmbolo de A, se 
conhecermos Kq e Ki de C(M_4), usando o cr-simbolo obteremos o resultado desejado. 

O proximo lema e um resultado de [H], Proposigao 1, que nos da a K-teoria da algebra C{X), 
onde X e o subconjunto de [— oo, +oo] x que consiste dos pontos (t, e*^) tais que t = 6 se\t\ < oo. 

Sejam as fungoes I, I : X ^ C definidas da seguinte forma: 



l{t, e 



set>0 
1, se t < 

1, se t > 
e*^ se t < 



(Note que se |t| < cxd entao (t,e*^) = (t,e**)) 

Lema 3.10. Ko{C{X)) = Z[l]o e Ki{C{X)) = Z[l]i®Z[l]i. 

Proposigao 3.11. Temos que Kq{A/ £a) e Ki{A/ £a) sao ambos isomorfos a Z^. 

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que Kq{C(M.a)) — Z^ e Ki{C(M.a)) — 

Com a descrigao de dada no final do capftulo 1, no caso B = S^, podemos escrever M_4 
como X X X S^. Conseguimos entao o seguinte isomorfismo 

CiMA) = C{S\Ci8\CiX))). 
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Esta descrigiio de C(M_4) sera fundamental para os nossos calculos. Inicialmente, vamos determinar 
a K-teoria de C(E:^,C{X)) para depois determinar a de C {S^ , C , C (X))) . 
Lembrando que a seqiiencia exata 

i P 
^ SC{X) C{§\C{X)) ^ C{X) — - 0, 

cinde, entao vale que 

K,{C{S\C{X))) = u{K,{SC{X))) e s,{K,{C{X))), i = 0, 1. 

. KoiC{§\C{X))) : 

Ja sabemos que Ko{C{X)) = Z[l]o, entao s*([l]o) = [x ^ l]o G i^"o(C(S\ C(X))). 
Conhecemos o isomorfismo entre Ki{C{X)) e i^o('S'C'(-'^))- Temos entao que 

Gcix){[l]i) = [x = a + ibh^ Q{l,a,b)]o , 6'c(x)([^li) = [x = a + i6 Q([,a,6)]o. 

Logo 

Ko{C{S\ C{X))) = Z[l]o © Z[a + ib^ Q{1, a, b)]o © Z[a + ^ a, b)]o (3.18) 

. /^i(C(Si,C(X))) : 

Sabendo que Ki{C{X)) = Z[l]i © Z[l]i, entao 

s,(i>Ci(C(X))) = Z[x ^ l]i © Z[x ^ l]i. 

Vamos usar a aplicagao de Bott para conhecer Ki{SC{X)). 

/3c(x)([l]o) = [x]i, 

onde X e a fungao identidade 
Temos entao que 

Ki{C{S\ C{X))) = Z[x]i © Z[l]i © Z\l]i. (3.19) 

Conhecendo os grupos dados em (jS.lSp e (|3.19p . podemos partir para a proxima seqiiencia exata 
cindida: 

i P 
SC{S\C{X)) C{S\C{S\C{X))) ^ C{S\C{X)) — - 0, 

Dai, 

Ki{C{S\C{S\C{X)))) = t,iKiiSC{S\C{X)))) © s,iKi{C{S\C{X)))), i = 0, 1. 
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. Ko{CiSHC{S\C{Xm): 

Chamemos Y := C(S^,C(X)). Comecemos calculando s*(Ero(y)) : 

s*([l]o) = [w ^ l]o , s*([a + ib^ Q{1, a, b)]o) = [w {a + ib ^ Q{1, a, b))]o, 

s*([a + ib i-^ Q{1, a, b)]o) = [w {a + ib Q{1, a, b))]o 

Para calcular ^^,{KQ(SY)), usaremos novamente o isomorfismo descrito no teorema 13.21 
ey : Ki{Y) ^ KoiSY) : 

^y([^]i) = [w = u + iv t-^ Q{l,u,v)]o , Oy{[1]i) = [w = u + iv t-^ Q{l,u,v)]o, 

6'y([x]i) = [w = u + iv Q{x,u,v)]o. 

Fazendo m = {u + iv , x = a + ib, {t, e*^)) ^ x x X , temos 

Ko{C{S^ X X X)) = Z[m^ l]o®Z[m^ Q{l{t,e'^),a,b)]o®Z[m^ Q(l{t,e'^),a,b)]o 

(BZ[m ^ Q{l{t, e'%,u, v)]o Z[m ^ Q{l{t, e'%,u, v)]o 
®Z[m^ Q{x,u,v)]o (3.20) 

. K,{C{S\C{^\C{X))))) 

Chamando ainda de y o conjunto C(S^, C(X)), conhecemos em p.l9p o grupo Ki{Y). Assim, 
podemos calcular facilmente s^,[Ki{Y)). 

s^[Ki{Y)) = Z[w ^ x]i ®Z[w^l]i® Z[w ^ 

Para conhecermos Ki(SY), calcularemos a aplicagao de Bott nos geradores do grupo Ko{Y). 

/9y([l]o) = [w]i, com \}{w) = w- l + {l — l) = 'w 

/3y([a + ib^ Q{1, a, b)]o) = [w ^ h + {w - l){a + ib ^ Q{1, a, b))]i 
/?y([a + ibi-^ Q{1, a, b)]o) = [w I2 + {w - l){a + ib Q{1, a, b))]i 

Temos entao, para m = {w = u + iv, x = a + ib, {t, e*^)) ^ x x X, 

Ki{C{S^ xS^ X X)) = Z[m^x]i®Z[m^l{t,e'^)]i®Z[m^!{t,e'^)]i®Z[m^w]i 

®Z[m ^l + {w- l)Q{l{t, e'^),a, b)]i (3.21) 
®Z[m ^l + {w- l)Q(/(i, e'^),a, b)]i 

Como A/£a = C{Ma) = C{S^ x x X), ja sabemos que 
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Vamos agora determinar os geradores destes grupos usando o cj-simbolo. Para cada fungao definida 
em C{S^ X X X), acharemos a sua respectiva pre-imagem em A/£j(. 

onde / e o operador identidade e l{Mt) e l{Mt) sao operadores de multiplicagao pelas fungoes / e 
I, respectivamente. Lembrando que no teorema 11.71 a ordem das variaveis apresentada em M_4 e 
{t,x,w,e^^) e [— oo,+oo] x§i^ X X S^, temos 

i- crx(Ma,){{t,x,w,e'^)) = x, onde {x{M^)u){t,x) =x-u{t,x); 

ii. o'a(M^){{t,x = a + ih^w,e^^)) = a, onde {a.{Mx)u){t,x) = a ■ u{t,x), isto e, operador de 
multiplicagao pela parte real de x; 

iii. o'b(Afj;)((*; ^ = a + ib,w,e^^)) = b, onde (b(M^.)u)(t, x) = b ■ u{t,x), isto e, operador de 
multiplicagao pela parte imaginaria de x; 

iv. cjyig {{t, x,w = u + iv, e*^)) = u; 
V. cTAg ((i, x,w = u + iv,e^^)) = V. 

Assim, OS geradores de Kq[A/£X) e Ki{A/£X) sao 

KM^a) = e Z[[Q{l{Mt), a(M,), b(M,))]£]o © Z[[Q{l{Mt), a(M,), b(M,))]^]o © 

e 

Ki{A/£a) = Z[[x(M,)]^:]i © miMtMi © m{Mt)]e]i © + iMs\i © 
+ (yl5 + - l)Q(KMt), a(M,.), b(M,))]^:]i © 
+ (^5 + - 1)Q(UM0, a(M,.), b(M,))]^:]i 

□ 

Da seqiiencia exata curta p.l7p . temos a correspondente seqiiencia exata de seis termos em 
K-teoria: 

I?^Ko{£A/lCn) ^ Ko{A/}Cn) ^ Ko{A/£a) = ^'' 

<5i T i So (3.22) 

Z^^Ki{A/£a) ^ Ki{A/ICn) ^ Ki{£A/lCn) =1? 
Nossos esforgos se concentram em descobrir Kq[A/K,q) e Ki{A/K,q). Para isto, devemos calcular 
a aplicagao exponencial 5q e a. aplicagao do mdice 5i. 

Novamente aqui, a descrigao que temos do isomorfismo Ki{C{S^ ^K-ix'E,^)) — ^ iiao nos permite 
determinar exatamente a imagem de 5q. Apesar disso, temos a seguinte proposigao que nos garante 
que Sq e diferente de zero. 
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Proposigao 3.12. A aplicagdo 5q em h3. 22\) e ndo nula. Alem disso, via o isomorfismo 
Ki (^1^) ^ KiiC{S^ X {-1, +1},/C2;x§i)) ^ i^o(/Czxsi) e /^o(/Czx§0 ^ Z © 

o elemento (1, 1) pertence d imagem de Sq. Isto e, existe um elemento [[T]ic]i G Im6o tal que este 
corresponde ao elemento (1,1) G Z © Z. 

Demonstragdo. Pelo corolario 13.91 sabemos que 6^ : Kq(A'^ / S"^) Ki{£^) e sobrejetora. Portanto 
existe um elemento [[^]£-o]o G Ko{A'^/£'^) tal que JoCli^lf^lo) G Ki(£'^) corresponde a 1 pelo 
isomorfismo 

Conhecemos os ger adores de Kq(A'^/£'^) e sabemos que (^g calculado em [[/]£-o]o e em 
[[Qie"-^^' , a{M^),b{M^))]£o]Q e zero, pois / e Q(e**-^% a(M^), 6(iV4)) sao projegoes em Poo{A^)- Os 
outros dois geradores sao [[Q(e**^*, 7^5, A6)]£-o]o e [[Q(x(Ma:), ^5, A6)]£-o]o. 

Assim, podemos escrever [[^]£-o]o como sendo a soma 

ai[[I]£o]o + aaiigie'^^'S a(M,), b{M^))]eo]o + a3[[Q{e'^'' , A5, Ae)]£o]o + a4[[Q(x(Mj, ^5, A6)]£o]o, 

com G Z, i = 1,2,3,4. Calculando 6q em [[^]£:o]o temos que 

m^]£-]o) = d^oia3[[Qie'^'\A,,Ae)]eo]o + a4[Q{x{M,),A,,Ae)]£o]o) 

pois nos outros geradores, 6q se anula. Podemos entao assumir que [[^l^'olo = ^5, ^6)]£:«]o+ 

P[[Q{x(Mx), A^, Aq)]£o]q, com a e /3 inteiros nao nulos simultaneamente. 
Os geradores de Ko{A/£_a), nos quais nao calculamos 60, sao 

[[Q{l{Mt),A,,Ae)]£jo , [[Q([(Mt), A, A6)]f^]o , [[Q{xiM,), A5, Ae)]eJo. 

Dados OS isomorfismos ^ : <?^//Cn ^ (7(5'-'^ x {— 1, +1}, /C^xsi ) e 7'|£:» : ^ (7(5'-'^, /C^xsOi 
sabemos que estes induzem isomorfismos Ki{^) e i^i(7'|f») nos grupos. Queremos mostrar que 

Ki{^) o <5o([[Q(/(MO, As, ^6)]£^]o) = (0, Ki(7'k«) ° 5^([[Q(e^^S A, Ae)]£o]o)) 
Pela definigao da aplicacao exponencial, dado [T]^* G P„ ((^d* ), 



mm 



solo) 



exp27ri 



ja que (T + T*)/2 e uma pre-imagem auto-adjunta em Mn{A^) de [Tj^o. Entao, 



5l{[[Q{e'''\A^,A^)]e.]o) 



exp2Tri 



J 1 



e calculando i^i(7'|£:<>) neste elemento, temos 



exp2'Ki 
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exp27ri'y' 



A aplicagao 7' e da forma 7^(2) = jA{z,il) para todo z G S^. Assim, Iq^^iMf e igual a 

matriz 
/ 



-L TgiMt 7eiMt ; 8 2 V 8 WgiMt J-j g 



(2 7giAft TgiMt )" 



2 V 8 ITeiMt 8 



Portanto, 



= Q(F_i,7;i„7A6) 



^i(7'|£o)o<^o([[Q(e*'^SA,^6)Ho) = - 



exp2m 



J 1 



Considere agora a aplicagao 60 calculada em [[Q{l{Mt), A^, Aq)]£_^]q. Pela definigao temos 

fQ{l{Mt),A5,Ae) + Q{l{Mt),A5,Ae) 



So{[[Q{l{Mt),A5,Ae)]£jo) = - 



exp2'Ki 



O isomorfismo ^ : Sj^jK,^ — C{S^ x {— 1, +1},/Czxsi) e tal que = 7^ para todo 

A G Entao, 



exp2Tri 



I^ Q{l{Mt),A5,Ae) + Q{l{Mt),A5,Aey 



exp2Trij Q(i(Mt),A^,Afi)+Q(HMt),A^,Afiy 

V 2 



Como Z(— oo,e*^) = 1, entao 7i(Mt)(2^) ~1) = oo,y_i) = / para todo z e e portanto temos 

7Q(KMt),A5,A6)(^>-l) = <9(7z(Mo(^>-l)> 7^5(^,-1), 7/16(^,-1)) 

' / \ 



= 7^5(^,-1), 7^6(^,-1)) 







para todo z e S^. Logo 



ea;p27rz7 Q(i(Mt),AB,Afi)+Q(i(Mt),A5,Afi)* ,(2:, -1) = exp2Tri 



I 



/ 
I 



2 / \ (J U 

para todo z & S^. Agora, 7i(Mt)('2^) +1) = l{+oo, i^-i) = i^-i para todo z, entao 
7Q{l{Mt),A5,A6){z,+l) = Q{Y^i,-fA,{z,+l),7Ae{z,+l))- 

Isto implica que exp2Trij, Q(i(Mt),Ai,,A^)+Q(i(Mt),A^,A(i)* ,^{z, +1) e igual a 

^ 2 

g^^2;ri ^ +1), 7A6 +1)) + 7A5 {z, +l),lAe {z, +1))* ^ 
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para todo z £ S^. 

Como 7^ (z) = 7^^5(2;, +1) e 7^g(-z) = lAei^j+'i-) pra todo z £ , podemos concluir que 



K^{^)o5oi[m{Mt),A,,Ae)]eJo) 



I 

(0,Ki(7')o<5o^([[Q(e^*^SA5,A6)]^o]o)) 
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De forma analoga, podemos concluir que 

Ki{^)o6omimt),A5,Ae)]£jo) = iKi{^'\eo)o6'oi[[Qie'^^^^^ 

Vamos calcular agora o 5o em [[Q{x{Mx), A^, Aq)]£^]o. Como 7x(m,)(^,±1) = 7x{m,)(^)) 

7A5(-z,±l) = 7^5 (-2^) 6 TAel-Zjil) = 7^g(-2) para todo z £ S^, e seguindo o mesmo raciocmio de 
calculos feito acima, temos 

Ki{^) o 5o([[Q(x(A/4), As, Ae)]£jo) = 

{Kiii) o 5l([[Q{x{M,),A^,A^)]eo]o),Ki{n') o <5^([[Q(x(M^), ^Ig, A6)]£«]o)). 
Podemos entao concluir que, para 

ms^o = a[[Q{l{Mt),A^,A^)]s^]^ + a[[Q{l{Mt), A5, A^)]£^]o + /3[[Q(x(M,), A, A6)]^^]o 

temos 

K,{^) o <5o([[i3],^]o) = (i^i(7') o 5l{[[A]e.],),K,{^') o (5on[[A]^o]o)), 

para [[A]e.]Q = a[[Q(e*^-^% A, A6)]£-]o + /3[[Q(x(iV4), ^ejl^-lo- Logo, o elemento 5o{[[B]s^]q) 
corresponde ao par (1, 1) G Z^. □ 

Da proposicjao anterior, podemos concluir tambem que se <Jo([[Q(^*^^*' ^5' ^6)]£'*]o) corresponde 
a um inteiro entao 5Q{[[Q{l{Mt), A^, Aq)]£^]o) ^ (0,i/) e 5Q{[[Q{l{Mt), A^, A^)]£^]fi) ^ (zy,0). 

Partimos agora para o calculo de 5i : Ki{A/£X) — > Kq{£^/K,^). A proposigao 3 de [H] pode 
ser novamente reescrita a esta algebra, em que A C £(L^(M x S"*^)). 

Proposigao 3.13. Seja A em A tal que [A]£-_4 seja inverswel em A/£_a.- Entao 7a(-z, — 1) e ^a{z, +1) 
sao operadores de Fredholm em >Czx§i paro todo z £ e 

mA]£A]i) = (ind(7A(l,-l))[i?]o,ind(7A(l,+l))[i?]o) G i^o(/Czxsi) © i^o(/Cz;xsO, 

onrfe ind denota indice de Fredholm e E e uma projegdo de posto 1 em /C^xSi- 

Demonstragdo. A demonstragao desta proposigao e analoga a feita em l3.7l ja que £_a_/ICq = C{S^ x 
{-1,+1},/Czxsi)=^:"©f^ □ 

Teorema 3.14. A aplicagdo 5i em 113.22]) e sobrejetora. 
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Demonstragdo. Calculemos 6i nos geradores de Ki{A/£_a)- E facil ver que os operadores de multi- 
plicagao 

x(M,) , l{Mt) , l{Mt) 
sao unitarios em A, e portanto unitarios em A/JCn. Logo, 

6,{MMMi) = = 6imMtMi) = (0,0). 

Para calcular 6i nos outros geradores, usaremos o resultado da proposigao 13.131 . Calculando 
7^5+jyig(l, ±1), obtemos o seguinte operador em vC^xSi de multiplicagao pela sequencia 

Mas este operador e igual a 7^g_,_j^g(l) em (|3.13|) e ja calculamos o seu indice. Portanto, 
ind(7A5+iA6(l,±l)) = e 

5i([[A+^^6]£^]i) = (0,0). 
Considere o gerador [[I + {A5 + zAq - l)Q{l{Mt), a{M^),iD{M^))]£]i de Ki{A/£a)- Entao, 

7/+(A5+jA6-l)Q(/{Mt),a{A/,),b{M,))(l, -1) = + (7^5+i^6 (1' "1) " 1) 

l^7A,+iA,{l,-l) Oj 

Pois 7Q(/(Mt),a(M,),b(Af,))(l, "1) = QiliiMt)^^, -1) , a{M^) ,h{M^)) , e sabemos que 7i(Mt)(l> -1) = 
/(— cxD,y_i) = /. Pelos calculos anteriores podemos concluir que 

ind(7/+(A5+jA6-l)Q(/{Mt),a{M,),b(M,))(l, "!)) = 0. 
Ainda falta calcular o mdice de 7 neste mesmo operador no ponto (1, +1): 

7/+{A5+iA6-l)Q{«(Mt),a{A/,),b(M,))(l, +1) = I + (7^5+^^6(1, +1) " l)7Q(Z{A/0.a{M^),b(M,)) (1, +1) 

O operador 7^5+4^4^(1,+!) G /^zxsi e dado em (|3.23p . O outro operador e dado por 

7Qa(M0,a(M.),b(A^.))(l'+l) =Q(^-l'^(^-)'^(^-)) ^ M2(£2;xSi), 

pois 7z(A^t)(l,+l) = ^(+oo,y_i) = 

Note que em p.l4p, (3(y_i, a(M^), b(Ma;)) = 7Q(e«Mt^a(jv/^)^b{A/,))(^)- ^^^0, temos a seguinte 
igualdade: 

^+ (7A5+iA6(l,+l) - l)7Qa(Aft),a(A^,),b(Af,))(l,+l) = ^ + (7A5+iA6 (1) " l)7Q(e«Mi ^^(^,^^)^b(Af,)) 

Como o indice de I + (7^5+4^^(1) - l)7Q(e«Mt .^(j^.j^) i,(^,^^))(l) e igual a 1, pois ja o calculamos no 
teoremaESl segue que o indice de 77+(A5+iA6-i)Q(«(A/t),a(A/,),b(A/,))(l, +1) e 1 e portanto, 

6i{[[I + (A5 + iAe - l)Q{l{Mt), a(M,),b(M,))]f]i) = (0, [E]o). 
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De forma analoga, 

6i{[[I + {A^ + iA^ - l)Q{l{Mt),^{M,),h{M.))]s]i) = ([^]o,0). 

Assim concluimos que 6i e sobrejetora. □ 

Conhecendo a aplicagao do mdice da seqiiencia (j3.22p ,temos as seguintes possibilidades para os 
K-grupos de A/K,n'- 

1. Se (5o e sobrejetora, temos as seqiiencias exatas a partir de (j3.22p 

^ MA/Kn) ^ KM£a) = ^ Ki{£Al^n) = ^2 ^ 0, 

^ i^i(^//Cn) ^ Ki{A/£a) = ^ KQ{8j^/lCn) ^ ^ 0, 
o que implica que K^lA/lCn) e Ki{A/K.q) sao isomorfos a Z^. 

2. Se /m(5o = Z(l, 1) ® 0), para 7^ ±1 nao nulo, temos 

^ MA/Kn) ^ i^o W^^) = ^6 ^ /m(5o ^ 0, 

ImoQ 

entao iro(^/''Cn) ^ Z'^ e Ki(^//Cf7) = Z"^ ® Z^. 

3. Se /m(5o = Z(l, 1), temos as seqiiencias 

^ i^o(^/^c) ^ i^o(^/f^) = Z^ ^ Jm^o ^ Z ^ 0, 

^ ^i(f-^/^^) ^ z ^ ^ i^er^i ^ Z^ ^ 0, 

imoo 



entao is:o(^//CQ) ^ Z^ e Ki{A/lC^ 
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Passamos agora, para outra seqiiencia exata na tentativa de obter mais informagoes sobre a 
K-teoria de A. Para a seqiiencia abaixo 

-^£a ^ ^ ^ ^ 0, 

£a 

considere a seqiiencia exata de seis termos em K-teoria associada: 

K^{£a) ^ KM ^ KM^a) 

5i T i 60 (3.24) 

Ki{A/£a) ^ Ki{A) ^ Ki{£a) 
Ja determinamos Kq{A/£j[) e Ki{A/£X) 6 temos argumentos suficientes para calcularmos 
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Proposigao 3.15. Ko{£_a) ^I? e Ki{£jn) ^ Z. 
Demonstragdo. A proposigao 11.31 nos da o seguinte isomorfismo 

Ao inves de calcularmos Kq e Ki de Sj, , vamos calcular os K-grupos de S, ja que S /C^xSi 6 a 
estabilizagao da C*-algebra 5 ([H], 6.4) e portanto 

No capitulo 1, vimos que /C51 esta contido em S e que S /K,gi = C{S^ x (—1, +1)). A partir da 
seqiiencia exata 

^ICsi ^ S ^ . 0, 

temos a seqiiencia exata em K-teoria 

Z^KoilCsi) Ko{S) Ko{S/}Csi) 

<5i T [So 

K^iS/ICsi) ^ Ki{S) ^ Ki(/C5i)=0 
Sabemos que Kq{C{S^) © C{S^)) = Z[(0, l)]o © Z[(l, 0)]o, entao 

onde b{Dg) = F^^b{Mj)Fd, c{Dg) = Fj^c{Mj)Fd e escolhemos b{Mj) de tal forma que, para um 
inteiro uq fixo, 

[0, se J < no 

e c{Mj) e tal que c{j) = 1 — h{j). De fato, estas sao boas escolhas de b{Dg) e c{Dg) pois 
{Pb{Dg){x,-l), Pb{Dg){x,+l) = (6(-oo),6(+oo)) = (0,1), 

{Pc{Dg){x,-l), Pc(Dg){x,+l)) = (C(-00),C(+00)) = (1,0). 

Para Ki{C{S^) ® C{S^)) = Z[(x, l)]i © Z[(l, x)]i, onde x:xGS^^x, temos 

Ki{S/ICsi) = Z[[b{DeMM^,) + c{De)]ic,Ai © ^[[fcpe) + x{M^)c{De)]K,Ai- 

O nosso trabalho se resume a calcular 5i : Ki{S /ICgi) KQ{ICgi), que e dada pelo indice de 
Fredholm. Como o operador b{D0)x{Mx) + c{Dg) nao e unitario em S, vamos calcular seu mdice. 

b{DeMM,) + ciDe) = F^^b{M,)Fax{M.) + F^^c{Mj)Fd 

= F-\b{Mj)FMM^) + c{Mj)Fd) 

= F^\biMj)Y^iFd + c(Mj)Fd) 

= F^HbiM,)Y^, + c{Mj))Fd 
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Com a igualdade acima, temos que a dimensao do niicleo de b{D9)x{Mx) + c{Dg) e igual a dimensao 
do niicleo de b{Mj)Y^i + c{Mj). 

(6(Mj)y_i + c{Mj)){uj)j = Uj = Vi G Z, 

entao a dimensao do niicleo de b{Mj)Y-i + c{Mj) e igual a 0. Vamos agora calcular a dimensao do 
niicleo de seu adjunto: 

x{M,)b{De) + c{De) = F^^YMMj) + c{Mj))Fd. 

{Yib{Mj) + c{Mj)){uj)j = <S=^ Uj = Vj / no - 1, no e Un^-i + = 0. 

Isto acontece pois na posigao no — 1 da seqiiencia vamos ter o elemento n„Q_i +Uno e Uno-i e n„Q so 
aparecem nesta posigao, e nas outras posigoes todos os outros elementos aparecem sozinhos. Assim, 
dim ker(Yib{Mj) + c{Mj)) = 1. Logo, 

\nd{b{De)x{M^) + c{De)) = - 1 = -1, 

e portanto 5i e sobrejetora. 
Segue que, 

Ko{Sa) = Ko{S) ^ e Ki{£a) = Ki{S) ^ Z 
como queriamos. □ 
ObservaQao 3.16. Com este resultado, podemos observar na seqiiencia 

Z^KoilCn) Ko{£a) = ^^ Ko{£A/ICn) = Z^ 

<5i T [So 

Z''^Ki{£A/K,n) ^ Ki{£a)=Z ^ K^{JCn) = 

que a aplicagdo do mdice Si : Ki{£a/}Cq) Kq{1Cq) e ndo nula (caso contrdrio, Z = Z'^). Se 
ImSi = nZ, para algum n inteiro ndo nulo. Entdo teriamos a seqiiencia 

- = Z„ ^ K^{£a) = Z2 ^ m£A/K,n) = Z2 ^ 0, 

onde Zn — Z/nZ. Note que o nucleo da aplicagdo •& e isomorfo a Z„, mas Z„ ndo e um subgrupo 
de Z? . Logo b\ e sobrejetora. Alem disso, esta aplicagdo tambem e dada pelo indice de Fredholm. 
Portanto, sabemos que existe um operador de Fredholm T em Mn{£A) Q.^^ tern indice igual a 1. 
Vale ainda ressaltar que Kq{£a) — KQ{£A/K.n)- 

Proposigao 3.17. A aplicagdo 5i em ( [g. 24^ e sobrejetora. 

Demonstragdo. Pelo teorema 13.141 5i : Ki{A/£a) Kq{£a/ICq) e sobrejetora e como Kq{£a) = 
Kq{£a/ICq,), temos o que queriamos. □ 
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Assim, as possibilidades para Kq{A) e Ki{A) analisando a seqiiencia (|3.24p sao: 

1. Se6o = entao KoiA) ^ e Ki{A) = ll' . 

2. Se (^0 em algum elemento de Kq{A/£X) for relacionado a um inteiro nao nulo C pelo isomor- 
fismo Ki{8a) = Z, entao Kq{A) ^ e Ki{A) ^ Z^ Z^. 

Para finalizar, enunciamos o seguinte teorema que nos da a K-teoria das algebras A/fC^ e A. 

Teorema 3.18. Dada a seqiiencia exata curta 

^JCn ^ A ^ ^ ^ 0, 

onde tea inclusdo e n a projegdo candnica, podemos afirmar: 
(i) a aplicagdo do indice 5i da seqiiencia exata de seis termos em K-teoria 

KoilCn) ^ Ko{A) ^ Ko{A/ICn) 
5i T i So 

K,{A/JCn) ^ K,{A) ^ K,{ICn) 



e sobrejetora; 
(Hi) Ki{A) = Z^ e Ki{A/}Cn) 



(ll) Ko{A) = Ko{A/ICc^ ^ 



Demonstragdo. Sabemos que existe um operador T em M„(£^_4) cujo mdice de Fredholm e 1 pela 
observagao 13.161 Portanto, existe um operador T em Mn{A) com mdice de Fredholm igual a 1. 
Logo, = ind(r)[P]o onde P £ /Cq e uma projegao de posto 1. Portanto 6i e sobrejetora. 

Como o niicleo de e Kq{1Cq) e Sq e nula, pois Ki{ICfi) = 0, entao Kq{A) = KQ{A/JCfi). Para 
que este isomorfismo acontega, as linicas possibilidades para Kq{A) e Ko^A/ICfi) (pagina sao 
que ambos sejam isomorfos a Z^. 

Como Kq{A/ICq) = Z^, entao podemos concluir que Ki{A/ICn) = Z^. O fato de Ko{A) ser 
isomorfo a Z^, implica que Ki{A) = Z^ © Z^. Como ■k^{Ki{A)) e o micleo da aplicagao 5i, e 
portanto, um subgrupo de Ki{A/ICq), entao (" = ±1 e conclui'mos que Kq{A) = Z'^. 

□ 



49 



Apendice 



Apresentamos aqui, os comandos usados no software Maple para calcular a integral dada em 

indT = [ Tria-^daf 

(27ri)2 (2- 2-1)! 751x51x51 

= -r^ / Tr{a~^daf 
onde o simbolo principal do operador T coincide com o simbolo que definimos no nosso trabalho: 
c7T((e^", e'^, e'^)) = / + (- cos A + isenA - l)Q(e^°, cos P, sen/?). (3.25) 
Obtemos entao que (a'^da)"^ = [Ai + A2 + A-^]dad(3dX, para 

Ai = a'^aa(J~^{(Jf3(J~^(Jx - axa^^cFp), 
A2 = a 13(7^^ {(T \a^^ a a - aacr^^crx)-, 

onde aa = ^cr, crp = ^a, ax = ^a. 

O objetivo e determinar Ai,A2 e ^3, para depois calcular a integral. 
Seguem os comandos: 

• m := 1 — (1 — cos(q))*(1 — cos(/3))/4; (entrada an da matriz Q) 

• p:= ((exp(r2*a)-l)/4)*((l-cos(/3))/2)**(l/2)-sin(/3)*(exp(/*x)-l)**2/8; (entrada 012 
da matriz Q) 

• q:= {{exp{-r2*a) - 1)/4)*((1 - cos(/3))/2)**(l/2) - sin(/3)*(ej;p(-/*x) - l)**2/8; (entrada 
021 da matriz Q) 

• n := (1 — cos(a))*(l — cos(/3))/4; (entrada 022 da matriz Q) 

• A :=<< m,q> \ < p,n >>; (a matriz Q) 

• S ■.= l + f{\)*A; (fm]) 
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• Z - (inversa de S) 

• mda := diff{m, a); (derivadas em relagao a a das entradas da matriz ) 

• pda := diff{p,ay, 

• qda := diff{q,a)\ 

• nda := dif f{n,a); 

• Sdx := /(A)* << mda, qda > \ < pda, nda »; ( matriz da derivada parcial em relagao a a) 

• md(3 := dif f(m, P); (derivadas em relagao a /3 das entradas da matriz ) 
. pdf3:=diff{jp,P); 

. qdP:=diff{q,P); 

• nd(3 := diff{n,(3); 

• Sd(3 := /(A)* << md(3, qdf3 > | < pdp, ndf3 »; ( matriz da derivada parcial em relagao a P) 

• SdX := g{X)*A; (matriz onde g{X) e a derivada em relagao a A) 

• CI := Sdp.Z.SdX - SdX.Z.Sdp; (= a^a'^ax - ctact-V^) 

• C2 := SdX.Z.Sda — Sda.Z.SdX; (= a\a~^aa — (Tacr~^(yx) 

• C3 := Sda.Z.Sdp - Sd(3.Z.Sda; (= cTacr- V/j - apa-^Oa) 

• Al := Z.Sda.Z.Cl; 

• A2 := Z.Sdp.Z.C2; 

• ^3 := Z.SdX.Z.CS; 

• Tl := Trace{Al); 

• T2 := Trace{A2y, 

• TS := Trace{A3); 

• U := simplify{Tl); (simplifica a expressao - opcional!) 

• V := simplify{T2); 

• X := si'mplify{T3); 

• ul := Int{U, a = —Pi. .Pi); ( integragao na variavel a de — tt a tt do trago de Al ) 

• hi := value{ul); (mostra o valor da integral) 
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u2 := Int{hl, (3 = —Pi. .Pi); ( integragao na variavel P de — tt a tt de /il ) 

h2 := value{u2); (mostra o valor da integral que esta em fungao de /(A) e ^(A)) 

-2 / Pi f{\f 5(A) 



h2 ■-- 



/(A)2 + 2 /(A) + 1 



r := {-2*rPi*{- cos(A) + /* sin A - l)**2*(sin(A) + I* cos(A))/ 

((— cos(A) + I* sin A — 1)^ + 2 (— cos(A) + /* sin A — 1) + 1) (vamos substituir r em h2) 
uZ := Int{r, A = —Pi. .Pi); 
hS := value{u3); 

h3 := 8 Pi^ 

vl := Int{V, a = —Pi. .Pi); ( integragao na variavel a de — tt a tt do trago de A2 ) 

11 := value{vl); 

v2 := Int{ll,(3 = -Pi..Pi); 

12 := value{v2); 

^2 -2 I Pi .9(A) 



/(A)2 + 2 /(A) + 1 
que e igual a h2, portanto a integral na variavel A sera igual a hS. 

13 := 8 Pi^ 

xl := Int{X, a = —Pi. .Pi); ( integragao na variavel a de — tt a tt do trago de A3 ) 

tl := value{xl); 

x2 := Int{tl,l3 = -Pi. .Pi); 

t2 := value{x2); 

^2._ -2 / P/ /(A)2 5(A) 



/(A)2 + 2 /(A) + 1 
que e novamente igual a /2 e a h2, portanto 

t3 := 8 Pi^ 

Logo 

r'TT /"TT /"TT 



/TT /"TT /"TT 
/ {T1+T2 + T3)dadpdX = 2ATr'^ . 
-TT J —TT J —IT 
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